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Teoreme de Analiza Matematica - 11
(teorema Borel - Lebesgue) !

Silviu Craciunas

Abstract

In this article we propose a demonstration of Borel - Lebesgue
theorem based on axiomatic construction of real numbers, which al-

lows to place this before series convergence.
2000 Mathematical Subject Classification: 03E99, 11B99

Vom reaminti mai intai cateva notiuni si rezultate prezentate in [2].

Definitia 1. Numim sistem de numere reale sau multime a numerelor
reale orice corp comutativ K fata de doua operatii notate + si - avand pro-
prietatile:

1. Corpul K este total ordonat printr-o relatie de ordine notata < pentru
care

a. pentru orice x,y € K cu x <y avem x+ 2z < y+ z oricare ar fi z € K
b. pentru orice x,y e K cux >0 sty >0 avem x -y >0

1. Corpul K este complet ordonat, adica orice submultime A a lui K
care este majorata admite o margine superioara in K.
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Vom utiliza in continuare notatia uzuala R pentru un astfel de corp.

Teorema 1. (principiul Cantor-Dedekind) Pentru orice familie numdarabila

de intervale inchise I, = lan,b,| cu I,y C I, unde a,, b, sunt numere
reale, avem ca

() 1. # 0.

neN

Teorema 2. Daca (ay,), st (by), sunt doud familii de numere rationale care
au proprietatile
Lag<a< <@, < <b, < <by<byVmmneN

2. pentru orice o > 0 exista n € N asa tncat b, — a, < «

atunci exista un numar real xo st numai unul astfel incat a, < xqg < b,

pentru orice n € N.

Teorema 3. (Weierstrass-Bolzano) O submultime marginita si infinita de

numere reale are cel pufin un punct de acumulare

Definitia 2. Fie (E,7) un spatiuv topologic. Numim acoperire cu de-
schise a unei submultimi A a spatiului orice familie de multimi deschise
{D;,i € I} cu proprietatea ca

Ac| Db

Intr-un spatiu topologic oarecare avem urmatoarea definitie a multimilor

compacte.

Definitia 3. Fie (E,T) un spatiu topologic. Spunem ca o submulfime K a
spatiulut topologic este compacta daca din orice acoperire cu deschise a sa

putem extrage o subacoperire formata dintr-un numar finit de deschise.
In R avem urmatoarea definitie.

Definitia 4. Numim multime compacta in R orice submultime inchisa

st marginita.
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Este natural sa exprimam o legatura intre cele doua definitii prin care
sa aratam ca este vorba de aceeasi notiune. Echivalenta celor doua definitii
este data de teorema Borel-Lebesgue.

Teorema 4. O submultime A C R este compacta daca si numai daca din

orice acoperire cu intervale deschise a sa putem extrage o subacoperire finita.

Demonstratie. Daca multimea A este finita adica

A=Az, z9,...,2,}

{D; /i€T}

o familie de intervale deschise cu proprietatea ca
Acl /b

atunci pentru fiecare x; exista un D;, cu z; € Dj, deci

=1 =1

Fie A o submultime compacta in R care are o infinitate de elemente. Multimea
A este marginita i inchisa deci exista un interval inchis I = [a, b] aga incat
A C [a,b]. Fie

{Di /ieT}

o familie de intervale deschise cu proprietatea ca
Ac|b.
i€J
Consideram un element arbitrar z, z € A asadar x € [a, b]. Luand pentru
un € > 0 intervalele deschise D' = (a —€,2) si D" = (x,b+ €) obtinem o

acoperire cu deschise a intervalului [a, b], respectiv

la,0] < D' J D)) | D"

€]
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Daca putem determina o familie finita de intervale care sa constituie o
acoperire a lui [a, b] atunci eliminand eventual intervalele D’ gi D" va rezulta
acoperirea finita pentru multimea A corespunzatoare familiei initiale de in-
tervale deschise. Presupunem prin absurd ca nu exista o subfamilie finita de
intervale deschise care sa constituie o acoperire a intervalului [a, b]. Luéand
multimile

a+b a+b

A =la, T A" = |

0]

cel putin una din aceste multimi nu poate fi acoperita de o familie finita de

intervale deschise. S& notam prin I; = [a;, b;] unul din intervalele [a, 2] sau

[aer
2 )
anterior pentru I;, obtinem o familie numarabila de intervale I, = [a,, by,]

b] in functie de optiunea selectata anterior. Continuand rationamentul

cu
a. In+1 C In

b. bn—an:l’z_—n‘l

c. I, nu poate fi acoperit cu o subfamilie finita de intervale deschise din
familia data.

pentru orice n € N. Conform principiului lui Cantor-Dedekind si unei parti

din demonstratia teoremei Weierstrass-Bolzano exista un numar real xy cu

ﬂ I, = {zo}

neN

Evident avem a,, < g < b, pentru orice n € N. Din

To € [a,b] C D'UD”U(U D;)

€]

exista D;, = (a, B) cu zg € D;, (D;, poate fi un interval D; sau unul dintre
intervalele D’ sau D”. Exista un n € N cu a < a, (in caz contrar am
avea ca a, < a < ry < b, pentru orice n si atunci intersectia familiei de
intervale nu s-ar mai reduce la un singur punct xy). Similar, exista m € N

cu b, < . Luand k = max{n,m}, obtinem I, C D, , absurd deorece
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I, nu poate fi acoperit cu o subfamilie finita de intervale. Asadar exista
o familie finita de intervale din familia data care acopera intervalul [a, b,
familie notata prin {Dy,, Dy,, Dy, ..., Dy, }. Pentru numarul real z € A
considerat la constructia intervalelor D’ si D", exista un interval D, cu
x € Dqy. Eliminand eventual pe D’ gi pe D” din familia finita determinata
si adaugand intervalul D, se obtine familia finita de intervale ce acopera
multimea A.

Reciproc, presupunem conditia din teorema indeplinita, adica din orice
acoperire cu intervale deschise a multimii A putem extrage o subacoperire
finita. Evident, putem spune ca multimea A este marginita. Vom demonstra
ca A este si inchisa, adica 1si contine punctele de acumulare. Presupunem
prin absurd ca exista un punct de acumulare zy al multimii A asa Incat xg
sa nu apartina lui A. Fie y € A arbitrar. Avem ca x # y deci exista ¢, si
ny pozitivi aga incat V, . = (x — €, + €,) si Uy, = (y —ny,y + 1) sunt
vecinatati disjuncte. Familia de intervale deschise

{Uyy = (y—ny,y+my),y € A}

constituie o acoperire cu deschise a multimii A deci exista o subacoperire
finita de forma {U,,,yx € A,k =1,2,...,p}. Luand

P P
V= m V;S,ek? U= U Ulﬂcﬂ?k’
k=1 k=1

se obtin doua multimi disjuncte cu V, vecinatate a lui xq, si U cu A C U
deci g nu ar fi punct de acumulare pentru A, absurd.
Folosind aceasta teorema se poate da o alta demonstratie teoremei lui

Weierstrass-Bolzano care nu face apel la convergenta sirurilor.

Teorema 5. Orice submultime marginita si infinita de numere reale are cel

putin un punct de acumulare

Demonstratie. Fie A o multime marginita si inchisa de numere reale.
Existd un interval [a,b] cu A C [a,b]. Vom demonstra ca cel putin un

element din [a, b] este punct de acumulare pentru multimea A. Presupunem
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ca orice x € [a,b] nu este punct de acumulare pentru A, deci exista un
interval deschis V, centrat in z asa incat V[ A sa aiba un numar finit
de puncte. Familia {V,,z € A} constituie o acoperire a intervalului [a, b],
care este compact, deci putem determina o subacoperire finita {V,,,i =

1,2,...,p}. Avem ca
p

AcC[a,b] C Vi,
i=1

deci ar rezulta ca A este finita, absurd.
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