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Teoreme de Analiză Matematică - II
(teorema Borel - Lebesgue) 1

Silviu Crăciunaş

Abstract

In this article we propose a demonstration of Borel - Lebesgue

theorem based on axiomatic construction of real numbers, which al-

lows to place this before series convergence.
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Vom reaminti mai ı̂ntâi câteva noţiuni şi rezultate prezentate ı̂n [2].

Definiţia 1. Numim sistem de numere reale sau mulţime a numerelor

reale orice corp comutativ K faţă de două operaţii notate + şi · având pro-

prietăţile:

I. Corpul K este total ordonat printr-o relaţie de ordine notată ≤ pentru

care

a. pentru orice x, y ∈ K cu x ≤ y avem x+ z ≤ y + z oricare ar fi z ∈ K

b. pentru orice x, y ∈ K cu x ≥ 0 şi y ≥ 0 avem x · y ≥ 0

II. Corpul K este complet ordonat, adică orice submulţime A a lui K

care este majorată admite o margine superioară ı̂n K.
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Vom utiliza ı̂n continuare notaţia uzuală R pentru un astfel de corp.

Teorema 1. (principiul Cantor-Dedekind) Pentru orice familie numărabilă

de intervale inchise In = [an, bn] cu In+1 ⊂ In, unde an, bn sunt numere

reale, avem că ⋂

n∈N

In 6= ∅.

Teorema 2. Dacă (an)n şi (bn)n sunt două familii de numere raţionale care

au proprietăţile

1. a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ an ≤ · · · ≤ bm ≤ · · · ≤ b2 ≤ b1 ∀ m,n ∈ N

2. pentru orice α > 0 există n ∈ N aşa ı̂ncât bn − an < α

atunci există un număr real x0 şi numai unul astfel ı̂ncât an ≤ x0 ≤ bn

pentru orice n ∈ N.

Teorema 3. (Weierstrass-Bolzano) O submulţime mărginită şi infinită de

numere reale are cel puţin un punct de acumulare

Definiţia 2. Fie (E, τ) un spaţiu topologic. Numim acoperire cu de-

schise a unei submulţimi A a spaţiului orice familie de mulţimi deschise

{Di, i ∈ I} cu proprietatea că

A ⊂
⋃

i∈I

Di

Într-un spaţiu topologic oarecare avem următoarea definiţie a mulţimilor

compacte.

Definiţia 3. Fie (E, τ) un spaţiu topologic. Spunem că o submulţime K a

spaţiului topologic este compactă dacă din orice acoperire cu deschise a sa

putem extrage o subacoperire formată dintr-un număr finit de deschise.

În R avem următoarea definiţie.

Definiţia 4. Numim mulţime compactă ı̂n R orice submulţime ı̂nchisă

şi mărginită.
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Este natural să exprimăm o legătură ı̂ntre cele două definiţii prin care

să arătăm că este vorba de aceeaşi noţiune. Echivalenţa celor două definiţii

este dată de teorema Borel-Lebesgue.

Teorema 4. O submulţime A ⊂ R este compactă dacă şi numai dacă din

orice acoperire cu intervale deschise a sa putem extrage o subacoperire finită.

Demonstraţie. Dacă mulţimea A este finită adică

A = {x1, x2, . . . , xn}

şi

{Di / i ∈ I}

o familie de intervale deschise cu proprietatea că

A ⊂
⋃

i∈I

Di

atunci pentru fiecare xi există un Dji
cu xi ∈ Dji

deci

A =
i=n⋃

i=1

{xi} ⊂
i=n⋃

i=1

Dji
.

Fie A o submulţime compactă ı̂n R care are o infinitate de elemente. Mulţimea

A este mărginită şi ı̂nchisă deci există un interval ı̂nchis I = [a, b] aşa ı̂ncât

A ⊂ [a, b]. Fie

{Di / i ∈ I}

o familie de intervale deschise cu proprietatea că

A ⊂
⋃

i∈I

Di.

Considerăm un element arbitrar x, x ∈ A aşadar x ∈ [a, b]. Luând pentru

un ǫ > 0 intervalele deschise D′ = (a − ǫ, x) şi D′′ = (x, b + ǫ) obţinem o

acoperire cu deschise a intervalului [a, b], respectiv

[a, b] ⊂ D′

⋃
(
⋃

i∈I

Di)
⋃

D′′
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Dacă putem determina o familie finită de intervale care să constituie o

acoperire a lui [a, b] atunci eliminând eventual intervalele D′ şi D′′ va rezulta

acoperirea finită pentru mulţimea A corespunzătoare familiei iniţiale de in-

tervale deschise. Presupunem prin absurd că nu există o subfamilie finită de

intervale deschise care să constituie o acoperire a intervalului [a, b]. Luând

mulţimile

A′ = [a,
a + b

2
] şi A′′ = [

a + b

2
, b]

cel puţin una din aceste mulţimi nu poate fi acoperită de o familie finită de

intervale deschise. Să notăm prin I1 = [a1, b1] unul din intervalele [a, a+b
2

] sau

[a+b
2

, b] ı̂n funcţie de opţiunea selectată anterior. Continuând raţionamentul

anterior pentru I1, obţinem o familie numărabilă de intervale In = [an, bn]

cu

a. In+1 ⊂ In

b. bn − an = b−a
2n

c. In nu poate fi acoperit cu o subfamilie finită de intervale deschise din

familia dată.

pentru orice n ∈ N. Conform principiului lui Cantor-Dedekind şi unei părţi

din demonstraţia teoremei Weierstrass-Bolzano există un număr real x0 cu

⋂

n∈N

In = {x0}

Evident avem an < x0 < bn pentru orice n ∈ N. Din

x0 ∈ [a, b] ⊂ D′

⋃
D′′

⋃
(
⋃

i∈I

Di)

există Di0 = (α, β) cu x0 ∈ Di0 (Di0 poate fi un interval Di sau unul dintre

intervalele D′ sau D′′. Există un n ∈ N cu α ≤ an (̂ın caz contrar am

avea că an < α < x0 < bn pentru orice n şi atunci intersecţia familiei de

intervale nu s-ar mai reduce la un singur punct x0). Similar, există m ∈ N

cu bm ≤ β. Luând k = max{n,m}, obţinem Ik ⊂ Di0 , absurd deorece
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Ik nu poate fi acoperit cu o subfamilie finită de intervale. Aşadar există

o familie finită de intervale din familia dată care acoperă intervalul [a, b],

familie notată prin {Dk1
, Dk2

, Dk3
, . . . , Dkp

}. Pentru numărul real x ∈ A

considerat la construcţia intervalelor D′ şi D′′, există un interval Do cu

x ∈ D0. Eliminând eventual pe D′ şi pe D′′ din familia finită determinată

şi adăugând intervalul D0 se obţine familia finită de intervale ce acoperă

mulţimea A.

Reciproc, presupunem condiţia din teoremă ı̂ndeplinită, adică din orice

acoperire cu intervale deschise a mulţimii A putem extrage o subacoperire

finită. Evident, putem spune că mulţimea A este mărginită. Vom demonstra

că A este şi ı̂nchisă, adică ı̂şi conţine punctele de acumulare. Presupunem

prin absurd că există un punct de acumulare x0 al mulţimii A aşa ı̂ncât x0

să nu aparţină lui A. Fie y ∈ A arbitrar. Avem că x 6= y deci există ǫx şi

ηy pozitivi aşa ı̂ncât Vx,ǫ = (x − ǫx, x + ǫx) şi Uy,η = (y − ηy, y + ηy) sunt

vecinătăţi disjuncte. Familia de intervale deschise

{Uy,η = (y − ηy, y + ηy), y ∈ A}

constituie o acoperire cu deschise a mulţimii A deci există o subacoperire

finită de forma {Uyk
, yk ∈ A, k = 1, 2, . . . , p}. Luând

V =

p⋂

k=1

Vx,ǫk
, U =

p⋃

k=1

Uyk,ηk
,

se obţin două mulţimi disjuncte cu V , vecinătate a lui x0, şi U cu A ⊂ U

deci x0 nu ar fi punct de acumulare pentru A, absurd.

Folosind această teoremă se poate da o altă demonstraţie teoremei lui

Weierstrass-Bolzano care nu face apel la convergenţa şirurilor.

Teorema 5. Orice submulţime mărginită şi infinită de numere reale are cel

puţin un punct de acumulare

Demonstraţie. Fie A o mulţime mărginită şi ı̂nchisă de numere reale.

Există un interval [a, b] cu A ⊂ [a, b]. Vom demonstra că cel puţin un

element din [a, b] este punct de acumulare pentru mulţimea A. Presupunem
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că orice x ∈ [a, b] nu este punct de acumulare pentru A, deci există un

interval deschis Vx centrat ı̂n x aşa ı̂ncât Vx

⋂
A să aibă un număr finit

de puncte. Familia {Vx, x ∈ A} constituie o acoperire a intervalului [a, b],

care este compact, deci putem determina o subacoperire finită {Vxi
, i =

1, 2, . . . , p}. Avem că

A ⊂ [a, b] ⊂

p⋃

i=1

Vxi

deci ar rezulta că A este finită, absurd.
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