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Generalizarea unui determinant 1

Dumitru Barac

Abstract

In this paper we compute the determinant of a n×n matrix which

generalizes the matrices D
(4) and D

(5) from below, applying an idea

used for Vandermonde determinant.
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În [1] şi [2] se cere calculul determinanţilor matricelor următoare:

D(4) =













a3 3a2 3a 1

a2 a2 + 2a 2a + 1 1

a 2a + 1 a + 2 1

1 3 3 1













,

D(5) =



















a4 4a3 6a2 4a 1

a3 a3 + 3a2 3a2 + 3a 3a + 1 1

a2 2a2 + 2a a2 + 4a + 1 2a + 2 1

a 3a + 1 3a + 3 a + 3 1

1 4 6 4 1
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Menţionăm că ele se află şi ı̂n culegerile [3] şi [4], chiar cu o uşoară

generalizare. Matricea D(n) de ordinul n are pe linia i şi coloana j elementul

d
(n)
ij =

∑

k

Ck
i−1C

j+k−i
n−i an−k−j,

unde max{0, i − j} ≤ k ≤ min{i − 1, n − j}. În cele ce urmează convenim

că Cq
p = 0 dacă p ≥ 0, q ∈ Z cu p ≥ 0, q < 0 sau p < q, motiv pentru care

ı̂n formula precedentă am renunţat la scrierea mulţimii valorilor pe care le

ia indicele k. Vom mai folosi formula de recurenţă

Cq
p = C

q
p−1 + C

q−1
p−1 ,

valabilă, cu convenţia precedentă, pentru orice p, q ∈ Z, p ≥ 1.

Pentru calculul lui det(D(n)) stabilim relaţia de recurenţă

det(D(n)) = (a − 1)n−1 det(D(n−1)),

aplicând o idee folosită la calculul determinantului Vandermonde: pentru

i ∈ {1, . . . , n − 1} adunăm la linia i linia i + 1 ı̂nmulţită cu −a. Avem

d
(n)
i,j − a · d

(n)
i+1,j =

∑

k

Ck
i−1C

j+k−i
n−i an−k−j − a

∑

l

C l
iC

j+l−i−1
n−i−1 an−l−j.

Introducem ı̂n a doua sumă schimbarea de indice l := k + 1 şi avem

d
(n)
i,j − a · d

(n)
i+1,j =

∑

k

Ck
i−1C

j+k−i
n−i an−k−j −

∑

k

Ck+1
i C

j+k−i
n−i−1a

n−k−j =

=
∑

k

Ck
i−1(C

j+k−i
n−i−1 + C

j+k−i−1
n−i−1 )an−k−j −

∑

k

(Ck+1
i−1 + Ck

i−1)C
j+k−i
n−i−1a

n−k−j.

După reducerea termenilor asemenea, introducem ı̂n a doua sumă schim-

barea de indice k := k − 1, se dă factor comun şi se obţine, pentru j > 1,

d
(n)
i,j − a · d

(n)
i+1,j = (1 − a)

∑

k

Ck
i−1C

(j−1)+k−i

(n−1)−i
= (1 − a)d

(n−1)
i,j−1 .
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Întrucât d
(n)
i,1 − a · d

(n)
i+1,1 = 0, i = 1, . . . , n− 1 şi d

(n)
n,1 = 1, se dezvoltă după

coloana 1 şi se obţine

det(D(n)) = (1 − a)n−1(−1)n+1 det(D(n−1)),

adică relaţia de recurenţă dorită. Aplicând repetat această relaţie de recurenţă

şi ţinând cont că det(D(1)) = 1, se obţine, ı̂n final

det(D(n)) = (a − 1)n−1(a − 1)n−2 · · · (a − 1)2(a − 1) = (a − 1)
n(n−1)

2 .

În cazurile particulare amintite avem det(D(4)) = (a−1)6 şi det(D(5)) =

(a − 1)10.
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