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Asupra unei probleme de divizibilitate 1

Dumitru Acu

Abstract

In this short paper we prove the number pn, p-prime number, is
not divide on the number ((p − 1)n)! and the number pn−1 divides
the number ((p− 1)n)! for the number n = pk, k = 1, 2, . . . .
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In [1], Problema 25, Capitolul 4 se arată că numărul 2n, n ∈ N∗, nu

divide pe 2n şi că numerele naturale n pentru care 2n−1 divide pe n! sunt

de forma n = 2k, k = 1, 2, . . ..

În această scurtă lucrare vom generaliza aceste rezultate.

Rezultatele obţinute sunt cuprinse ı̂n teorema ce urmează.

Teorema 1. Fie p un număr prim dat.

i) Numărul pn nu divide pe numărul ((p − 1)n)!, oricare ar fi numărul

n natural nenul.

ii) Numerele naturale n pentru care pn−1 divide numărul ((p−1)n)! sunt

n = pk, k = 1, 2, . . ..

Demonstraţie. Ideea demonstraţiei este analoagă cu cea din [1].

i) Fie k ∈ N aşa ı̂ncât pk ≤ (p− 1)n < pk+1. Exponentul ep((p− 1)n) al

lui p ı̂n ((p− 1)n)! este

ep((p− 1)n) =

[
n(p− 1)

p

]
+

[
n(p− 1)

p2

]
+ . . . +

[
n(p− 1)

pk

]
,(1)
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unde [x] reprezintă partea ı̂ntreagă a numărului real x.

Pentru fiecare i = 1, 2, . . . k avem
[
n(p− 1)

pi

]
=

n(p− 1)

pi
− αi, αi ∈ [0, 1).(2)

Presupunem că pn divide numărul ((p− 1)n)!. Atunci avem

ep((p− 1)n) = n + β, β ≥ 0.(3)

Acum, din (1) şi (2) obţinem

ep((p− 1)n) =
k∑

i=1

n(p− 1)

pi
−

k∑
i=1

αi =

n(p− 1) · 1

p
·
1− 1

pk

1− 1
p

−
k∑

i=1

αi = n(1− 1

pk
)−

k∑
i=1

αi.

Înlocuind acest rezultat ı̂n (3), găsim:

n− n

pk
−

k∑
i=1

αi = n + β,

de unde
n

pk
−

k∑
i=1

αi − β = 0.

Ultima egalitate este imposibilă deoarece toate numerele din membrul

ı̂ntâi sunt nenegative iar
n

pk
> 0. Contradicţia ne arată că presupunerea

făcută este falsă. Deci, numărul pn nu divide pe ((p− 1)n)!

ii) Fie n ∈ N∗ pentru care pn−1 divide numărul ((p− 1)n)!.

Din cele de mai sus rezultă că trebuie să avem

ep((p− 1)n) = n(1− 1

pk
)−

k∑
i=1

αi = n− 1 + β, β ≥ 0, αi ∈ [0, 1).

De aici rezultă că 1 =
n

pk
+

k∑
i=1

αi + β, care este posibilă numai dacă αi =

0, i = 1, k, β = 0 şi n = pk.
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Aşadar, pentru numerele n = pk, k = 1, 2, . . . numărul pn−1 divide pe

numărul ((p− 1)n)!.

Observaţii. 1. Pentru n = 2 deducem că numărul 2n nu divide pe n!

pentru orice n ∈ N∗ şi că numerele n pentru care 2n−1 divide pe n! sunt de

forma n = 2k, k = 1, 2, . . ..

Aceste rezultate sunt cele din [1].

2. Pentru p = 3 deducem că numărul 3n nu divide numărul (2n)!,

oricare ar fi numărul natural nenul n şi că numărul 3n−1 divide pe (2n)!

pentru numerele de forma n = 3k, k = 1, 2, . . ..
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