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Combiniri generalizate !

Vasile Mircea Popa

Abstract

In this paper we propose a generalization of the combination no-
tion. We give the generalized combinations definition and we present
the issue of distributing the objects into cells. We also present the
complementar combinations formula and two recurrence relations
concerning the generalized combinations.

Next, we develope a general method for the generalized combina-
tions calculation: the Newton type polynomials method.

In the end of the paper we propose three applications and we

indicate the references.

2000 Mathematical Subject Classification: 05A05

1 Introducere

Dupa cum se stie, in combinarile simple de m obiecte luate cate k, orice
obiect apare cel mult cate o singura data, pe cand in cazul combinarilor cu
repetitie orice obiect se poate repeta, de maximum k ori.

In cele ce urmeazd vom considera cazul general, cand obiectul i se poate

repeta de maximum /; ori, unde [ <[; <k (1 =1,2,...m) [2].
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2 Definitie

Prin combinari generalizate de n obiecte l1, 5, ..., 1, luate cate k intelegem

submultimile continand £ obiecte diferite sau identice care se pot forma

m
pe rand din cele n = Zl obiecte (m clase de obiecte, din clasa i avand ;

=1
obiecte identice).O astfel de multime,care poate contine si elemente iden-

tice,se numegte multime multipla.

Numarul combinarilor generalizate de n obiecte (I3, 1ls, .. ., l,,) luate cate

k se noteaza cu:

k
Cn (I1)l2,.lm) -

Trebuie evident sa avem: n > ksil <[; <k (i=1,2,...,m).

Prin particularizare se regasesc combinarile simple gi cele cu repetitie:

Cﬁ (1,1,..,1) — C¥ (m =mn)

m

Oﬁ (k. k) — Cﬁz (mk =n) .

Exemplu. Sa consideram combinarile de 7 obiecte (3, 3, 1) luate cate

Obiectele sunt: 111222 3.

Construind sistematic combinarile generalizate, obtinem urmatoarea lista:
111;112;113;122;123;222;223
Lista contine 7 pozitii, deci, prin enumerare am obtinut rezultatul:
C? (3,3,1) — 7

Cazuri particulare. Pentru cazurile particulare £ = 0, k = 1, k =

n — 1 i k = n, numarul combinarilor generalizate se determina cu ajutorul
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urmatoarelor formule, care rezulta imediat din definitie:

0 _
Cn (l17l21---7lm) - l
1

n (Idadm) — T
Za,zz,...,zm) =m
& (I l2yeelm) L.
Deci, patru formule simple in care valorile indicilor [y, 1s,...,[, nu in-

tervin.

3 Problema distribuirilor

Vom considera in continuare o problema de distribuire a unor obiecte in
casute. Casutele se considera distincte si neordonate (nu are importanta
ordinea obiectelor dintr-o casuta). Daca o casuta poate primi cel mult 1
obiecte, vom spune ca aceasta casuta are capacitatea 1.

Problema:
Consideram k obiecte identice gi m casute de capacitati [ (i = 1,2,...,m).
Se distribuie cele k obiecte identice in cele m casute. in cate moduri se

poate face distribuirea?

Vom arata ca numarul de distribuiri posibile este:

k
Ch (11 dvlm) -

Sa consideram la inceput un caz particular cu interpretarile conform definitiei
si problemei distribuirilor:
2
C4 (2,1,1) — 4.

Aceste interpretari, corespunzatoare definitiei, respectiv problemei dis-
tribuirilor, rezulta din tabelele urmatoare.

Definitie Problema distribuitorilor
Obiecte: 1123 Obiecte: AA
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11 AA

12 A A

13 A A
23 AlA

Dupa cum se observa, orice grupare poate fi interpretata ca indicand
casutele In care se plaseaza obiectele A, A si invers, orice distribuire in
casute determina o grupare. De exemplu, gruparea 12 arata ca obiectul
A se plaseaza in casuta 1 iar celalalt obiect A in casuta 2, respectiv a patra

distribuire in casute conduce la gruparea 23.

Acest principiu se poate evident aplica pe cazul general, deci intre submultimi
si distribuirile in casute exista o corespondenta biunivoca, ceea ce arata ca

ele au acelasi numar de elemente.

4  Formula combinarilor complementare

Exista urmatoarea formula,care rezulta imediat din definitia combinarilor

generalizate:

k _ rmn—k
Cn (Lisl2,yeeilm) — Cn (Liyl2yeesdm) °

Aceasta formula o vom numi formula combinarilor generalizate com-

plementare. Ea generalizeaza cunoscuta formula a combinarilor comple-

mentare:
k _ rym—k
c, =Cr .
Intr-adevar, putem scrie:
k _ k o n—k o n—k __ m—k o
Cm - Cn (1,1,..,1) — Cn (,1,.,1) — Cm - Cm (avem n = m) .

Generalizarea este astfel probata.
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5 Formule de recurenta

Exista urmatoarele formule de recurenta, ale caror demonstratii le prop-

unem ca exercitiu cititorului.

Formula de recurenta I:
CE (I dayilm) — Zl :’ R ’a
R

unde R este multimea solutiilor (zq,zs,...,%,) In numere naturale ale
ecuatiei:
rT1+ 2o+ ... +x,, =k

cu conditiile: 0 =z; =1;, 1 =1,2,...,m.

Suma se face pe multimea R a solutiilor ecuatiei de mai sus, prin urmare
suma din membrul drept are |R| termeni (cardinalul multimii R) si evident,
valoarea |R|.

Deci, numarul combinarilor generalizate este egal cu numarul solutiilor
cu numere naturale ale unei ecuatii diofantice liniare, cu coeficienti unitari
si cu limitari superioare ale necunoscutelor.

Ca exemplu de aplicare a formulei, sa calculaim numéarul C? (3.3,1)"

Ecuatia z14+2x2+23 = 3, cu conditiile0 =21 =3,0=2,=3,0=23 =1

are urmatoarele solutii:
(0,2,1); (0,3,0); (1,1,1); (1,2,0); (2,0,1); (2,1,0); (3,0,0).

Deci:
C? (3,3,1) — 7.

Formula de recurenta II:

k Ak
Co i) = Ot (st )+

k—1 k—2 k—lm
0t st T Cnin (0t T Ol

l1,l2,.lm—1)
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Suma din membrul drept are [,,, + 1 termeni.
Observam ca aceasta formula generalizeaza cunoscuta relatie valabila

pentru combinarile simple:
Ch=Chy+ Ol

Pentru aceasta,particularizam iy =l = ... = 1,, = 1 (deci m = n) in

formula de recurenta II a combinarilor generalizate.

Ca exemplu de aplicare a formulei, sa calculam acelagi numar C? (3.3.1)"
Obtinem:
3 3 2
07 (3,3,1) — 06 (3,3) + 06 (3,3) -

Utilizand una din metodele de calcul expuse in prezentul articol, obtinem:
Cg (3,3) = 4 062 (3,3) = 3.

Deci: C’? 33.1) = 44+3=".

6 Metoda polinoamelor de tip Newton

In continuare vom dezvolta o metoda generala pentru calculul combinarilor
generalizate (metoda polinoamelor de tip Newton [3], [4]).

Vom considera la inceput un caz particular, respectiv calculul numarului
C5(3,2)3. Prin urmare, trebuie sa calculam in cate moduri se pot distribui
trei obiecte identice in doua casute de capacitati trei respectiv doi. La
fiecare distribuire a obiectelor in casute raman doua locuri necompletate.
Sa introducem o clasa de obiecte fictive, avand doua astfel de obiecte, astfel
incat la fiecare distribuire a obiectelor, casutele sa fie complet ocupate.
Aceste obiecte fictive corespund ”golurilor” sau ”lipsurilor” din casute la
o distribuire a celor trei obiecte identice. De asemenea, sa presupunem la
inceput ca fiecare casuta poate primi cinci obiecte.

Cele trei obiecte identice se pot distribui toate in prima casuta,toate

in a doua casuta,doua in prima casuta si una in a doua casuta sau una in
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prima casuta si doua in a doua casuta. Acestor posibilitati de distribuire
a celor trei obiecte le putem atasa polinomul simetric si omogen de doua

nedeterminate:

Py =y} +ys + yive + y1y5 -

Cele doua obiecte fictive (”golurile”) se pot distribui ambele in prima
casuta, ambele in a doua casuta sau una in prima si cealalta in a doua

casuta. Polinomul atagat va fi:
Py =y + s+ v1y2 -
Distribuirilor celor cinci obiecte le corespunde polinomul:
Py Py = yi + 2y1ys + 3y7y5 + 3yiys + 20195 + v -

Exponentul unei nedeterminate arata cate obiecte sunt in casuta reprezen-
tata de nedeterminata respectiva. Coeficientul unui monom arata de cate
ori apare el in polinomul final, deci cate distribuiri de tipul respectiv sunt
posibile. In cazul nostru, prima casuta poate primi maximum trei obiecte

iar a doua maximum doud obiecte, deci distribuirile sunt de tipul yiy3.
Deci, rezulta: C3;,) = 3.
O simplificare considerabila a calculelor se poate face considerand reprezentarea

polinoamelor simetrice si omogene de felul celor de mai sus prin sumele

nedeterminatelor de aceeasi putere (relatii de tip Newton, [1]).

Astfel, notand:

T1=Y1+ Yo
Ty = Y7+ 3
T3 =1y + s
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avem:
L s
Py = E(xi’ + 3x129 + 213)
1
P =P -P= E(:E‘;’ + dadry + 202ws + 31115 + 22073)
1
P = E[(yl +12)” + A +y2)® - (v +93) + 20 +y) - (Y +us)+

30y + o) - (U +15)° + 20y + v3) - (y] + 13)]

Cu teorema multinomului [5] extragem coeficientului monomului y3y3:

1] 5! 3! 3!
= — 4 2:14+3-242-1| =3.
2 [3!21 * (1!2! * 3!0!> LA
Metoda expusa se poate aplica evident pe cazul general. Deci pentru
calculul aranjamentelor generalizate Cn (I1,ls,...,l,,)) se procedeaza ast-
fel:

a) Se calculeaza polinomul:
P =P Py,

unde:

Pk = Pk(xl,xz, e ,l‘k)

este polinomul de tip Newton de grad £ in k£ nedeterminate, iar:
P, =P, —k(z1,29,...,2, — k)

este polinomul de tip Newton de grad n — k in n — k nedeterminate.
Deci, P = P(xy,%2,...,x)) va avea gradul n gi A nedeterminate, unde
A = max(k,n — k).

b) Se inlocuieste in P:

T1=Y1+Y+...+Yn
T =yi+ys+ ... +y

A=Ay Y,
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¢) Se calculeazi cu teorema multinomului coeficientul monomului gt 42 . . . ybm
din dezvoltarea lui P, care va fi chiar numarul cautat.

Primele patru polinoame de tip Newton sunt:

P1:ZL‘1

1
Py = Z(2% + x5)

P = g(a:i’ + 3x129 + 2x3)
1

P, = —
4 24<

T} + 62529 + 81113 + 33 + 624) .

Mentionam, fara a insista aici asupra acestui aspect, ca aplicand metoda
de numarare Polya - de Bruijn [5] in cazul problemei noastre, se obtine in
fond metoda de calcul expusa mai sus. Polinoamele de tip Newton apar ca

polinoame indicatoare de cicluri pentru grupurile simetrice de permutari.

7  Aplicatii

Ca aplicatii vom considera trei probleme.

a) Cate multimi multiple de patru cifre se pot forma cu cifrele 1,2,3 daca
in fiecare astfel de multime cifra 1 se poate utiliza de cel mult 3 ori, cifra 2
de cel mult doua ori si cifra 3 de cel mult doua ori?

b) Patru mingi de tenis identice urmeaza a fi introduse in trei cutii
distincte avand capacitatea de a cuprinde trei, trei gi respectiv doua mingi.
in cate moduri se poate face distribuirea mingilor in cutii?

¢) Utilizand metoda polinoamelor de tip Newton, sa se recalculeze C? (3.3.1)"

Aplicand cele expuse mai sus, se obtin rezultatele:

a) C;l (3,2,2) — 8
b) Cg (3,3,2) 10
c) C? (3,3,1) — 7.
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