Educatia Matematicd Vol. 2, Nr. 1-2 (2006), 57-61

Asupra unor inegalititi !

Mioara Macrea

Abstract
In this paper we present a generalization of Riemman series seg-
ments for arithmetical progressions with strictly positive terms, using

average inequality and sum calculation.
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1 Problema 1

Pentru orice n € N* are loc inegalitatea :
1 2n

1
1 I+ —+—+ -+ —F=2>
(1) 2v/2 33 nyn ~ n+1

Demonstratie. Din inegalitatea mediilor avem:
kE+1 i
Vi < —5 oricare ar i k € N*

1 S 2 1 < 2 (1 1
—_— 1 =
VE T k1Y ek T k(k+ 1) ko okl
rezulta ca:
m 1 N 1 P 1 S 2n
2v/2 33 nvn — n+1
adica inegalitatea (1).
Pornind de la aceastaa idee se pot obtine cateva generalizari.
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2 Generalizare 1

Daca (an), > 1 este o progresie aritmetica cu ay > 0, v > 0 atunci :

1 1 1 2n\/F
+ + -+ > .
Cll\/a CLQ\/CL_z QAp/ G, A10n41

ag + 1 k41

Demonstratie. Din /a; - r < 5 = g oricare ar fi k € N* rezulta
1 24/7 1 AVAS 2 1 1 -
ca —— > VT si deci > vr = —(— — ). Insuménd se
VK Q41 A/ A Ak k41 VTiap g
obtine

n

apyar T T 1’ Gl

Tot in lucrarea (1) au aparut inca doud probleme, ale caror enunturi si

generalizari sunt prezentate in continuare.

3 Problema 2

Pentru orice n € N*, sa se demonstreze ca :

1 1 1 n(n + 3)
2) 30z T amt v S 2nt Din+2)

4 Generalizarea 2

Daca (an)n>0, este o progresie aritmetica cu a; > 0, r > 0 atunci :
1 T 1 < 1 1 1
ay - a3+/a2 Un - Qpio/Gn — /T Q102 Gpi1Gpio

Demonstratie. Utilizand ca mai sus inegalitatea mediilor , rezulta ca

L 27

N T

oricare ar fi k € N*,
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de unde avem

1 21 1 1 1

> .
A * Qr4+2+/Qk Qg * Q41 * Q42 \/”_” A - Q41 Ap+1 ° Q42

Insumand se obtine

n

1 11 1
D )
 apapiay/ar VT A1 G2 Gng Qo

Pentru a; = r = 1 se obtine inegalitatea (2).

5 Generalizarea 3

Daca (an)n>1 este o progresie aritmetica cu ay,r > 0 atunci oricare ar fi

n € N*, oricare ar fi p € N* are loc

n

1 1 1

2
>
=1 AktpQl4p—1 * * * 420K/ A pﬁ 142 -~ Qp Qp410n42 -+ Ap4p

(3)

Demonstratie. Din

1 _2yF

—— > —— oricare ar fi k € N*,

Vak Qg
rezulta ca

1 21

. *
> , oricare ar fi k,p € N,
Aptp * Akyp—1 " Ap42 * Ak * / QO Aftp * Akyp—1 """ A1 * A

adica:

1 >2\/F< 1 1

Qftp * Qpp—1 " Qg2 " A * /A DT Q- Qg1 Qgyp-1 Qg1 * Qg2 Qkyp

Prin insumare se obtine inegalitatea (3).
Pentru a; = r = 1, inegalitatea (3) devine

n

1 1 1
Zk\/E<k+2>(k+3)---(k+p) R ) ) B e

k=1

N
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care se mai poate sub forma

n

(k+1)! 2.1 n!
Sl 2 h
~(k+p)lkvk —ppl  (n+p)
6 Problema 3
Sa se demonstreze ca :
- 1 2n
4 > , oricare ar fin € N
4) ;(2k—1)\/k2+k_2n+1 f
Demonstratie. Vk? + k < 2’2—“, k € N*. Deci
1 > ( 1 _ 1 )
k- VI + k- 2k—1 2k+17

Prin insumare rezulta inegalitatea (4).
Pornind de la aceasta idee, au loc si in acest caz generalizari pentru

progresii aritmetice cu termeni strict pozitivi.

7 Generalizarea 4

Daca (an)n>1 este o progresie aritmetica cu ay,r > 0 atunci

n

(a1 + agk—2)y/ak - arr1  (ao + a1)(ar + az,)’

k=1

oricare ar fin € N*.

Demonstratie. Din inegalitatea mediilor avem:

Vajag - agy <

a1+ ag + -+ Qg _CL1+a2k
2k 2

Deci
1

(a1 + agg—2) F/aras - - agg

1 1

T a1+ aok—9 a1 + Gop

—_
—~
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si, prin insumare, se obtine inegalitatea din enunt,.

Ca un caz particular, pentru a; = r = 1 se obtine urmatorul rezultat:

n

1 2n
> , oricare ar fi n € N*,
; (2k — 1) X/(2k)! — 2n+1

Pornind de la aceeiasi idee se poate formula urmatorul rezultat:

8 Problema 4

Daca (ay)n>1 este o progresie aritmeticd cu ay,r > 0 atunci:

1 1 1 1,1 1 .
6) 5 +—=+ 4+ 55— — ), oricare ar fin € N*.
as aj a g 2r a1as  Gpy1Qpao
. ag + Qg2 .
Demonstratie. Deoarece \/arar o < —s = a1, oricare ar fi k € N*
N 1 V| 1 . . .
rezultd cd —-— < ——, adica w— < , iar prin insumare obtinem
Apv1 g Apr1 UkeQk410k+2

inegalitatea ceruta.
Problema 1 apartine lui Marian Ion Popa din GM 3/1994 si a aparut in

[1] impreuna cu problemele 2 si 3.
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