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Generalizări ale unor probleme de
bacalaureat1

Leon Blenche

Abstract

In this paper we present generalizations of some problems with

limits.

2000 Mathematical Subject Classification: 40A05

În [1] apar următoarele două probleme:

1. Fie f : R → R, f(x) = 1 − x2004. Calculaţi

l1 = lim
n→∞

n

[
∫

1

0

f(x)dx − 1

n

(

f

(

1

n

)

+ f

(

2

n

)

+ . . . + f
(n

n

)

)]

.

2. Fie funcţia f : R → R, f(x) = x2006. Să se calculeze

l2 = lim
n→∞

n

[
∫

1

0

f(x)dx − 1

n

(

f

(

1

n

)

+ f

(

2

n

)

+ . . . + f
(n

n

)

)]

.

În această notă ne propunem să generalizăm aceste două probleme.

Teorema 1. Dacă f : [0, 1] → R este o funcţie continuă pe [0, 1], derivabilă

pe (0, 1), cu derivata continuă şi mărginită pe (0, 1), atunci:

lim
n→∞

[

n

∫

1

0

f(x)dx −
n

∑

k=1

f

(

k

n

)

]

=
f(0) − f(1)

2
.
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Demonstraţie 1. Considerăm funcţia G : [0, 1] → R, G(x) =

∫ x

0

f(t)dt,

pentru orice x ∈ [0, 1]. Atunci G este continuă pe [0, 1], derivabilă pe (0, 1)

şi, pentru orice x ∈ (0, 1), G′(x) = f(x), iar G′′(x) = f ′(x). Atunci pentru

orice x0 ∈ [0, 1] există un c ı̂ntre x şi x0 astfel ı̂ncât:

G(x) = G(x0) +
x − x0

1!
G′(x0) +

(x − x0)
2

2!
G′′(c).(1)

Fie ∆n =

(

0 <
1

n
<

2

n
< . . . <

n

n
= 1

)

o diviziune a intervalului [0, 1] cu

norma ‖∆n‖ =
1

n
. Punând ı̂n relaţia (1) x =

k + 1

n
şi x0 =

k

n
, pentru orice

k = 0, n − 1, obţinem:

G

(

k + 1

n

)

= G

(

k

n

)

+
1

n
G′

(

k

n

)

+
1

2n2
G′′(ck), cu ck ∈

(

k

n
,
k + 1

n

)

.

Deci:

G

(

1

n

)

= G (0) +
1

n
G′ (0) +

1

2n2
G′′(c0), cu c0 ∈

(

0,
1

n

)

,

G

(

2

n

)

= G

(

1

n

)

+
1

n
G′

(

1

n

)

+
1

2n2
G′′(c1), cu c1 ∈

(

1

n
,
2

n

)

,

G

(

3

n

)

= G

(

2

n

)

+
1

n
G′

(

2

n

)

+
1

2n2
G′′(c2), cu c2 ∈

(

2

n
,
3

n

)

,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

G
(n

n

)

= G

(

n − 1

n

)

+
1

n
G′

(

n − 1

n

)

+
1

2n2
G′′(cn−1), cu cn−1 ∈

(

n−1

n
, 1

)

.

Rezultă că:

G(1) − G(0) =
1

n

n−1
∑

k=0

G′

(

k

n

)

+
1

2n2

n−1
∑

k=0

G′′(ck),

sau
∫

1

0

f(x)dx =
1

n

[

f(0) + f

(

1

n

)

+ f

(

2

n

)

+ . . . + f

(

n − 1

n

)]

+

+
1

2n2
[f ′(c0) + f ′(c1) + f ′(c2) + . . . + f ′(cn−1)].
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Deci

∫

1

0

f(x)dx − 1

n

n−1
∑

k=0

f

(

k

n

)

=
1

2n2

n−1
∑

k=0

f ′(ck), sau

n

∫

1

0

f(x)dx −
n−1
∑

k=0

f

(

k

n

)

=
1

2n

n−1
∑

k=0

f ′(ck) =
1

2
σ∆n

(f ′, c),(2)

unde c = (c0, c1, c2, . . . , cn−1) reprezintă un sistem de puncte intermediare

asociate funcţiei f ′ şi diviziunii ∆n. Deoarece f ′ este continuă şi mărginită

pe (0, 1), rezultă că f ′ este integrabilă pe [0, 1], deci şirul
1

2
σ∆n

(f ′, c) este

convergent la
1

2

∫

1

0

f ′(x)dx =
f(1) − f(0)

2
. Din relaţia (2) rezultă că:

lim
n→∞

[

n

∫

1

0

f(x)dx −
n

∑

k=1

f

(

k

n

)

]

+ f(1) − f(0) =
f(1) − f(0)

2
.

Demonstraţie 2. Considerăm ∆n =

(

0 <
1

n
<

2

n
< . . . <

n

n
= 1

)

o di-

viziune a intervalului [0, 1], cu norma ‖∆n‖ =
1

n
. Deoarece:

n

∫

1

0

f(x)dx −
n

∑

k=1

f

(

k

n

)

= n

[

∫

1

0

f(t)dt − 1

n

n
∑

k=1

f

(

k

n

)

]

,

notând Sn = n

n
∑

k=1

[

∫ k

n

k−1

n

f(x)dx − 1

n
f

(

k

n

)

]

, obţinem că n

∫

1

0

f(x)dx−

−
n

∑

k=1

f

(

k

n

)

= Sn. Aplicând metoda integrării prin părţi pentru

∫ k

n

k−1

n

f(x)dx

şi pentru funcţiile f ′, gk :

[

k − 1

n
,
k

n

]

→ R, unde f ′ : [0, 1] → R este o pre-

lungire prin continuitate la [0, 1] a funcţiei f şi g(x) = x − k

n
, pentru orice

x ∈
[

k − 1

n
,
k

n

]

, obţinem că există ξk ∈
(

k − 1

n
,
k

n

)

astfel ı̂ncât:

∫ k

n

k−1

n

f(x)dx =

∫ k

n

k−1

n

(

x − k

n

)′

f(x)dx =

(

x − k

n

)

f(x)

∣

∣

∣

∣

k

n

k−1

n

−

−
∫ k

n

k−1

n

(

x − k

n

)

f ′(x)dx =
1

n
f

(

k

n

)

−f ′(ξk)

∫ k

n

k−1

n

(

x − k

n

)

dx =
1

n
f

(

k

n

)

−
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f ′(ξk) ·
1

2

(

x − k

n

)2
∣

∣

∣

∣

∣

k

n

k−1

n

= =
1

n
f

(

k

n

)

− 1

2n2
f ′(ξk).

Rezultă că:

Sn = n

n
∑

k=1

[

∫ k

n

k−1

n

f(x)dx − 1

n
f

(

k

n

)

]

=

= n

n
∑

k=1

[

1

n
f

(

k

n

)

− 1

2n2
f ′(ξk) −

1

n
f

(

k

n

)]

= − 1

2n

n
∑

k=1

f ′(ξk) =

= −1

2
σ∆n

(f ′, ξ),

unde ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) reprezintă un sistem de puncte intermediare asociat

funcţiei f ′ şi diviziunii ∆n. Rezultă că limita cerută este:

lim
n→∞

Sn = −1

2

∫

1

0

f ′(x)dx = −1

2
[f(1) − f(0)].

Observaţie 1. Dacă ı̂n teorema 1 luăm funcţiile f(x) = 1−x2004 şi f(x) =

x2006, obţinem că: l1 =
f(0) − f(1)

2
=

1

2
şi l2 =

f(0) − f(1)

2
= −1

2
Teorema 1 poate fi extinsă şi la un interval [a, b] astfel:

Teorema 2. Dacă f : [a, b] → R este o funcţie continuă pe [a, b], derivabilă

pe (a, b), cu derivata continuă şi mărginită pe (a, b), atunci:

lim
n→∞

[

n

b − a

∫ b

a

f(x)dx −
n

∑

k=1

f

(

a +
k(b − a)

n

)

]

=
f(a) − f(b)

2
.

Aplicaţia 1. Să se arate că:

a) lim
n→∞

n

[

∫

1

0

arctgx

x
dx −

n
∑

k=1

1

k
arctg

k

n

]

=
4 − π

8
;

b) lim
n→∞

n

[

∫

1/2

0

arcsinx

x
dx −

n
∑

k=1

1

k
arcsin

k

2n

]

=
6 − π

24
;

c) lim
n→∞

n
∑

k=1

[

ln

(

1 + tg
kπ

4n

)

− 1

2
ln 2

]

=
ln 2

2
.

Soluţie. a) Fie funcţia f(x) =







arctgx

x
, x ∈ (0, 1]

1, x = 0;
f este continuă pe

[0, 1] şi, pentru orice x ∈ (0, 1) f ′(x) =
x − (1 + x2)arctgx

x2(1 + x2)
. Rezultă că

f este derivabilă pe (0, 1). Deoarece lim
x→0

x>0

f ′(x) = 0, rezultă că f satisface
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condiţiile Teoremei 1. Atunci:

lim
n→∞

[

n

∫

1

0

f(x)dx −
n

∑

k=1

f

(

k

n

)

]

= lim
n→∞

n

[

∫

1

0

arctgx

x
dx −

n
∑

k=1

1

k
arctg

k

n

]

=

=
f(0) − f(1)

2
=

4 − π

8
.

b) Fie funcţia f(x) =







arcsinx

x
, x ∈ (0, 1]

1, x = 0;
f este continuă pe [0, 1] şi,

pentru orice x ∈ (0, 1), f ′(x) =
x −

√
1 − x2 · arcsinx

x2
√

1 − x2
. Rezultă că f este

derivabilă pe (0, 1). Deoarece lim
x→0

x>0

f ′(x) = 0, rezultă că f satisface condiţiile

Teoremei 1 şi are loc egalitatea din enunţ.

c) Calculăm I =

∫ π

4

0

ln(1+tgx)dx. Facem schimbarea de variabilă t =
π

4
−x,

dx = −dt. Dacă x = 0 rezultă t =
π

4
, dacă x =

π

4
rezultă t = 0, de unde

∫ π

4

0

ln(1 + tgx)dx = −
∫

0

π

4

ln

(

2

1 + tgx

)

dx =

∫ π

4

0

[ln 2 − ln(tgx + 1)] dx =

=
π

4
ln 2 −

∫ π

4

0

ln(1 + tgx)dx.

Aşadar, I =
π

8
ln 2. Aplicând teorema 2 funcţiei f :

[

0,
π

4

]

→ R, f(x) =

ln(1 + tgx), are loc egalitatea din enunţ.

Teorema 3. Dacă f : [0, 1] → R este o funcţie continuă pe [0, 1], derivabilă

pe (0, 1), cu derivată monotonă şi mărginită pe (0, 1), atunci:

lim
n→∞

[

n

∫

1

0

f(x)dx −
n

∑

k=1

f

(

k

n

)

]

=
f(0) − f(1)

2
.

Demonstraţie. Fie diviziunea ∆n =

(

0 <
1

n
<

2

n
< . . . <

n

n
= 1

)

a inter-

valului [0, 1] cu norma ‖∆n‖ =
1

n
şi, de asemenea, considerăm şirul (an)n≥1

definit prin

an = n

n
∑

k=1

∫ k

n

k−1

n

[

f(x) − f

(

k

n

)]

dx, pentru orice n ≥ 1. Atunci limita

din enunţul teoremei este lim
n→∞

an. Conform teormei lui Lagrange, pentru

orice k = 1, n şi orice x ∈
(

k − 1

n
,
k

n

)

, există ξk ∈
(

x,
k

n

)

astfel ı̂ncât
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f(x) − f

(

k

n

)

= f ′(ξk) ·
(

x − k

n

)

şi an = n

n
∑

k=1

∫ k

n

k−1

n

f ′(ξk) ·
(

x − k

n

)

dx.

Deoarece ξk ∈
(

k − 1

n
,
k

n

)

, conform ipotezei, pentru orice k = 1, n avem

f ′

(

k − 1

n

)

≤ f ′(ξk) ≤ f ′

(

k

n

)

. Înmulţind aceste inegalităţi cu

(

x − k

n

)

,

obţinem că, pentru orice k = 1, n:

f ′

(

k

n

)

·
(

x − k

n

)

≤ f ′(ξk) ·
(

x − k

n

)

≤ f ′

(

k − 1

n

)

·
(

x − k

n

)

,

adică

f ′

(

k

n

)

·
(

x − k

n

)

≤ f(x) − f

(

k

n

)

≤ f ′

(

k − 1

n

)

·
(

x − k

n

)

.

Rezultă că:
∫ k

n

k−1

n

f ′

(

k

n

)

·
(

x − k

n

)

dx ≤
∫ k

n

k−1

n

[

f(x) − f

(

k

n

)]

dx ≤
∫ k

n

k−1

n

f ′

(

k − 1

n

)

·
(

x − k

n

)

dx,

adică:

f ′

(

k

n

)

· 1

2

(

x − k

n

)2
∣

∣

∣

∣

∣

k

n

k−1

n

≤
∫ k

n

k−1

n

[

f(x) − f

(

k

n

)]

dx ≤

≤ f ′

(

k − 1

n

)

· 1

2

(

x − k

n

)2
∣

∣

∣

∣

∣

k

n

k−1

n

.

Deci, pentru orice k = 1, n:

− 1

2n2
f ′

(

k

n

)

≤
∫ k

n

k−1

n

[

f(x) − f

(

k

n

)]

dx ≤ − 1

2n2
f ′

(

k − 1

n

)

.

Însumând aceste ultime inegalităţi, obţinem:

− 1

2n2

n
∑

k=1

f ′

(

k

n

)

≤
n

∑

k=1

∫ k

n

k−1

n

[

f(x) − f

(

k

n

)]

dx ≤ − 1

2n2

n
∑

k=1

f ′

(

k − 1

n

)

,

adică − 1

2n

n
∑

k=1

f ′

(

k

n

)

≤ an ≤ − 1

2n

n
∑

k=1

f ′

(

k − 1

n

)

. Deoarece
1

n

n
∑

k=1

f ′

(

k

n

)

şi
1

n

n
∑

k=1

f ′

(

k − 1

n

)

sunt sume Riemann asociate funcţiei f ′, diviziunii ∆n şi

sistemelor de puncte intermediare

(

1

n
,
2

n
, . . . ,

n

n

)

, respectiv
(

0, 1

n
, . . . , n−1

n

)

,

iar f ′ este integrabilă pe [0, 1], prin trecere la limită ı̂n ultimele inegalităţi
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obţinem: −1

2

∫

1

0

f ′(x)dx ≤ lim
n→∞

an ≤ −1

2

∫

1

0

f ′(x)dx, adică lim
n→∞

an =

f(0) − f(1)

2
.

Teorema 4. Dacă f : [a, b] → R este o funcţie continuă pe [a, b], derivabilă

pe (a, b), cu derivată monotonă şi mărginită pe (a, b), atunci:

lim
n→∞

[

n

b − a

∫ b

a

f(x)dx −
n

∑

k=1

f

(

a +
k(b − a)

n

)

]

=
f(a) − f(b)

2
.

Aplicaţia 2. Să se arate că:

a) lim
n→∞

n
∑

k=1

(

k

n
e

k

n − 1

)

=
e

2
;

b) lim
n→∞

n
∑

k=1

(

k

n
arctg

k

n
− π − 2

4

)

=
π

8
.

c) Fie f : R → R, f(x) =
√

x2 + 1. Calculaţi:

lim
n→∞

[

n

∫

1

0

f(x)dx −
(

f

(

1

n

)

+ f

(

2

n

)

+ . . . + f
(n

n

)

)]

(Concurs de titularizare 2001, [2])

Soluţie. a) Fie f : [0, 1] → R, f(x) = xex. Pentru orice x ∈ (0, 1) rezultă

f ′(x) = (x + 1)ex, care este crescătoare pe (0, 1) şi
∫

1

0

f(x)dx =

∫

1

0

xexdx = xex
∣

∣

∣

1

0

−
∫

1

0

exdx = 1.

Funcţia f ı̂ndeplineşte condiţiile teoremei 3 şi avem:

lim
n→∞

[

n

∫

1

0

f(x)dx −
n

∑

k=1

f

(

k

n

)

]

= lim
n→∞

(

n −
n

∑

k=1

k

n
e

k

n

)

=
f(0) − f(1)

2
= −e

2
.

b) Funcţia f : [0, 1] → R, f(x) = x · arctgx ı̂ndeplineşte condiţiile

teoremei 3 şi avem
∫

1

0

f(x)dx =

∫

1

0

x · arctgxdx =
1

2

[

(x2 + 1)arctgx − x
]

∣

∣

∣

1

0

=
π − 2

4
.

c) Aplicând teorema 3 funcţiei f , deducem că limita cerută este

−1

2

∫

1

0

f ′(x)dx = −1

2
[f(1) − f(0)] =

1 −
√

2

2
.

Observaţie 2. În enunţurile teoremelor 1, 2, 3, 4 condiţiile ”f să fie con-

tinuă” şi f să fie derivabilă cu derivata mărginită pe (0, 1), respectiv (a, b)

sunt esenţiale. Dacă aceste ipoteze nu sunt ı̂ndeplinite, atunci concluziile

teoremelor pot să nu aibă loc. De exemplu, să luăm funcţia f : [0, 1][→ R,
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f(x) =

{

x, x ∈ [0, 1)

2, x = 1.
. Această funcţie nu este continuă pe [0, 1] şi

f(0) − f(1)

2
= −1.

Dar:

lim
n→∞

[

n

∫

1

0

f(x)dx −
n

∑

k=1

f

(

k

n

)

]

= lim
n→∞

[

n

2
−

(

1

n
+

2

n
+ . . . +

n − 1

n
+ 2

)]

= −3

2
.
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