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Biraportul in geometria triunghiului

Vasile Berghea

Abstract
In this paper we present an interesting theorem of triangle geo-

metry which has applications in colinear points, straight lines con-

currence and geometrical locus.
2000 Mathematical Subject Classification: 51M04

Notiunea de biraport este fundamentala in geometria proiectiva si are
aplicatii interesante in geometria triunghiului dintre care vom prezenta si
noi cateva in aceasta lucrare. Scopul este sa demonstram o teorema si sa
aratam cat de folositoare este in rezolvarea unor probleme de coliniaritate,
de concurenta, de stabilire a unor locuri geometrice, etc. Pentru inceput
prezentam cateva elemente pregatitoare care sa usureze intelegerea ei de

catre cititor gi care sa ageze teorema in cadrul cel mai potrivit al geometriei.

1 Definitie

Fiind date punctele coliniare A, B,C, D, se noteaza cu (A, B;C, D) si se

numeste biraport sau raport anarmonic numarul:

AC BC

(A,B;C,D):ﬁ:ﬁ.
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Coliniaritatea punctelor este necesara pentru ca rapoartele din definitie sa

fie formate cu vectori coliniari.

2 Identitatea lui Euler

Oricare ar fi punctele A, B,C, D in spatiu avem:
(1) AB-CD+ AD - BC = AC - BD.

Pentru demonstratie se foloseste exprimarea unui vector XY in functie
de vectorii de pozitie 7y, Ty ai punctelor X si Y intr-un reper dat: XY =
Ty — x. Obtinem astfel relatia:

(rg —724) (rp —7¢) + (75 —T4) (f¢ —Tp) = (¢ —T4) ("' — )
care se verifica imediat.

In cazul cand punctele A, B, C, D sunt coliniare si distincte identitatea
lui Euler poate fi scrisa sub o forma particulara care ne intereseaza in mod

special in lucrarea de fata si anume:

) AC AD | 4B AD
5C BD (B 0D

sau folosind notatia din definitie:
(1) (A,B;C,D) + (A.C; B,D) = 1.

Subliniem ca (1), (1') si (17) sunt forme diferite ale identitatii lui Euler

in situatia cand punctele A, B, C, D sunt coliniare si distincte. Cele doua
birapoarte din (17) difera unul de celalalt prin faptul ca punctele centrale
sunt inversate. Relatia (17) da una din proprietatile biraportului. Studiul
complet al acestora il puteti giisi in lucrarea [1]. In G.M. nr.7-8/1987 am
publicat problema 21156, o forma particulara a teoremei din urmatorul

paragraf:

3 Teorema

Fie A, B,C, M puncte diferite in plan astfel incit BM N AC ={E}, CMnN
AB = {F}, iar P i Q sunt situate pe dreptele AB, respectiv AC. Are loc
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echivalenta:

iF BP AF 0O
(2a) MGPQ(:)W-P+C_E>-A_Q>—1.

Comentariu. Relatia precedenta mai poate fi scrisa sub urmatoarele

forme echivalente:

i GPAE a0
BF BP CE CQ

Este evidenta analogia dintre (17) si (27). Cu toate acestea ele difera esential

1 (2)sau (A, B;F,P)+ (A,C;E,Q) =1 (2).

deoarece in (17) punctele birapoartelor sunt aceleasi pe cand in (2”) sunt
diferite. Egalitatea (2a) din enuntul teoremei este, din punct de vedere
didactic si al scopului urmarit, mai utila decat (2”) asa dupa cum vom
vedea mai tarziu in aplicatii.

Pentru demonstratia directa consideram M € P() si aplicam teorema
lui Menelaus in AAC'F mai intai transversalei M — () — P apoi transversalei

FE — B. Avem succesiv:

M —

cn g Fp G oW PP ap P 4B
FM ©Q AP ' AQ FM AP 'n“gc?%mﬁ ﬁ?
Inmultind (3) cu (4) membru cu membru se obtine: GE A0 7B
FP AE AQ AB AP

— echivalenta cu relatia urmatoare : = : sau inca
AP CE CQ FB FP
(A,C;E,Q) = (A, F; B, P).

4).

Deoarece punctele A, B,F,P sunt col-
iniare putem scrie conform cu (17) ca
(A,B;F,P)+ (A, F;B,P)=1 (am schim-
bat punctele centrale!). In aceasta egalitate
inlocuim al doilea biraport cu (A,C; E, Q)

pentru ca sunt egale dupa cum am vazut mai

sus gi gasim:
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(A,B; F,P)+ (A,C; E,Q) = 1, adica (27) care este echivalenta cu (2a)
si demonstratia directa se incheie.
Reciproc, vom considera (2a) adevarata si M ¢ PQ. Notam ACNMP =

{Q,} i In conformitate cu teorema directa avem + ¢ : =
11 tat t 1 t . . ;

oo oQ
De aici si din (2a) deducem ca — = — adica @) = @' si teorema este
AQ  AQ

demonstrata complet.
Concluzia 1. Notand cu {D} = AM N BC si R un punct pe BC' avem

prin analogie: R —
B A B C
2b M € PR echivalent cu . + . =14l
; R E AT
C B C A
2¢ M € QR echivalent cu . + . =1.
(2¢) 7 50 °h AE 00

Concluzia 2. Daca punctele P, @, R sunt coliniare si una din relatiile

(2a),(2b),(2c) este adevarata, atunci si celelalte doua sunt adevarate.

Concluzia 3. Teorema data este o generalizare a teoremei Van Aubel.

BP _ @ - DM care inlocuite in (2a)
AP 4G AM

E'Dﬁyﬁ.pﬁ_l
BF _AM CE_AM _
AF AE AM

A
si de aici prin inmultire cu —= rezulta + = q.e.d.
DM BE CE DM
Concluzia 4. Daca intr-un triunghi ABC avem pe dreptele AB, AC,

Intr-adevér cand PQ || BC' avem

ne dau:

BC punctele P, (), respectiv R astfel incat sa fie adevarate doua din relatiile
(2a),(2b),(2c), atunci P, @ si R sunt coliniare. Avem astfel o metoda de
demonstrare a unor probleme de coliniaritate!

Concluzia 5. Daca in (2a) luam E si F fixe atunci BENCF = {M}
este fix, P si () variabile, iar din M € P(@) deducem ca dreptele PQ) au un
punct fix M. Avem astfel o metoda de rezolvare a unor probleme de punct
fix sau de concurenta a unor drepte! Vezi problema nr. 20937 din G.M.
11-12/1986.
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Concluzia 6. Daca in (2a) P i @ sunt fixe, iar E gi F' variabile,
atunci punctul variabil {M} = BE N CF este situat pe dreapta fixa PQ
intrucat M € P(@). Prin urmare locul geometric al punctului M este dreapta
PQ. Teorema ne da, iata, si o metoda de rezolvare a unor probleme de loc
geometric! Vezi problema nr. 22385 din G.M. 6/1991.

Caracterul de teorema al echivalentei (2a) este pus in evidenta de con-

cluziile 1-6 date mai sus.

4 Aplicatii

Vom prezenta in continuare cateva forme particulare ce se obtin din (2a),
(2b) si (2¢) atunci cand M este unul din punctele remarcabile ale AABC
si care au constituit de-a lungul timpului subiecte pentru diverse probleme
publicate in G.M. sau subiecte pentru note matematice.

4.1. Studiem pentru inceput cazul M = G, unde G este centrul de greu-
tate al AABC. Evident G € IntAABC si doua din punctele P, Q, R sunt
pe laturi, iar unul in exterior. Alegem pentru analiza situatia din fig.2 cand
P € (AB), Q € (AC) si Re BC —[BC]. In cazul acesta (AD), (BE),
(C'F) sunt mediane deci:

AF AE BD

Xu.nd ==L
vem de aseinenea,
(412) BP  PB CQ  QC BE RB

AP PA'AQ  QA'CR RO’ )
semnele fiind determinate de orientarea vectorilor din fiecare raport. Inlocuind

aceste valori in (2a),(2b),(2c) gasim:

. PB  QC
(4.1.a) G € PQ echivalent cu PAT 04 1,
(4.1.b) G € PR echivalent cu % — g—; =1,
(4.1.c) G € QR echivalent cu % ~ R = 1

Daca (4.1.a) este un rezultat foarte cunoscut devenind folclor matematic,
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relatiile (4.1.b) si (4.1.c) sunt rar folosite cu toate ca sunt inrudite cu acesta.

4.2. Studiem cazul M = I, I fiind centrul cercului inscris in AABC.
Avem I € IntAABC gi alegem spre analiza situatia anterioara: P € (AB),
Q € (AC) si R € BC — [BC]. Acum (AD), (BE), (CF) sunt bisectoare si

din teorema bisectoarei se poate scrie:

AF b AE ¢ BD _ ¢
BF o CE dCD b’ —
BP C@ B
unde a, b, ¢ sunt lungimile laturilor AABC'. Rapoartele , , vor
° b AP AQ CR

(4.2.1)

avea aceleasi valori ca in (4.1.2). Inlocuind valorile din (4.2.1) si (4.1.2) in
(2a), (2b), (2c), se obtine:

PB
(4.2.a) I € PQ) echivalent cu b - B +c- % =a;
PA RC
42. hival Ay
(4.2.b) I € PR echivalent cu wa ﬁB CRgB b;
(4.2.c) I € QR echivalent cu a - % —b- RO

Echivalenta (4.2.a) este problema nr. 17829 din G.M. 7/1979 autor Stelian
Mihalag, reluata intr-o formulare deosebita sub nr. 19537 in G.M. 1/1983,
autor Gh. Mitroaica.

4.3. Pentru M = H, H ortocentrul AABC" avem de analizat doua
situatii:

a) H € IntAABC si b) H € ExtAABC.

In cazul a) AABC este ascutitunghic si vom lua ca in (4.1) P € (AB),
Q € (AC) si R € BC — [BC|. (AD), (BE), (CF) sunt inaltimi si din
triunghiurile dreptunghice ADB si ADC' obtinem:

AD AD
(4.3.1) tgB = 5D’ tgC = oD
din care rezulta: @ = —% si analog ﬁ = —th- ﬁ = _th
D  tgB” BE  tgA' CE  tgd’
BP CO BR

Rapoartele , , vor avea aceleagi valori ca in (4.1.2). Inlocuind
P AP AQ CR (4.12)
(4.3.1) si (4.1.2) in (2a), (2b), (2c) se obtine:
QC

PB
(4.3.a) H € PQ echivalent cu = -tgB + o4 -tgC' = tgA , adica
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problema nr. 21047 din G.M. 3/1987;

, PA RC
(4.3.b) H € PR echivalent cug-tgzﬁl—%wgC—th,
4.3. H hivalent — tgA — — - tgB = tgC.
(4.3.c) € QR echivalent cu QC g 7o 8 gC

b) H € ExtAABC'. Triunghiul este obtuzunghic si sunt posibile urmatoarele
situatii:
i) doua din punctele P, @, R sunt pe laturi gi unul in exterior (varianta

analoaga precedentelor deci n-o mai analizam);

ii) toate cele trei puncte P, @, R sunt in exteriorul laturilor. Consideram

~

AD
m(C) > 90°. Din AADC i AADB obtinem: tg(m—C') = —— echivalent cu

CD
AD AD BD  tgC
—tgC = oD sitgB = 5D’ iar de aici se deduce ca C’% = —ti—B; si ana-
tog AF _ _t8B AE _ t8C b iele gisite sunt idents 1
0 = — : = ———. Rapoartele gasite sunt identice cu cele
*BE A CE A " i

din (4.3.1) insa acum tgC < 0 deci doua din ele sunt pozitive iar unul este

BP CG BR

negativ. Pentru , , avem numai valori pozitive intrucat vec-
AP AQ’ CR

torii aceluiagi raport au acelagi sens. Dupa inlocuire in (2a), (2b), (2¢) si

inmultire cu (—1) gasim:

PB C
(4.3.)) H € P(Q echivalent cu = -tgB + % ~tgC = —tgA ;
PA RC
/ 3 —_— —_— = — N
(4.3.1) H € PR echivalent cu PgAtgA + R%Bth tgB;
(4.3.¢)) si H € QR echivalent cu OC “tgA + RO -tgB = —tgC' .
4.4. Analizam si cazul M = O, O fiind centrul cercului circumscris

AABC. Ca in exemplul anterior putem avea:

a) O € IntAABC sau b) O € ExtAABC.

a) Avem m(A/O\C') = 2B; m(gO\C') = 2A si
(44.1) AF  o(FOA) 1/2-0OA-OF -sin(r —2B) sin2B

BF  o(FOB) 1/2-OB-OF -sin(r —2A)  sin2A’

ﬁ B sin 2B

Atunci ﬁ “snoA si analog se obtin:



10 Vasile Berghea

AE sin2C' BD sin 2C' BP C@ BR

— = = ; = = . Pent ama labil
ol Sn2A B Snop et vl ﬁramanvaa ile
valorile din (4.2.1). Dupa inlocuire in (2a), (2b), (2¢) avem:

PB

C
-sin2B + Q— - 8in 2C' = sin 2A4;

(4.4.a) O € PQ echivalent cu B oA

. PA . RC | .
(4.4.b) O € PR echivalent cu @ -sin 24 — }}%—g -sin 2C' = sin 25;
(4.4.c) O € QR echivalent cu % -sin2A — e sin2B = sin 2C.

Echivalenta (4.4.a) este problema 21046 din G.M. 3/1987.
b) Cand O € ExtAABC avem de anal-

izat aceleasi cazuri i) i ii) de la punc-
tul 4.3. Pentru i) gasim relatii iden-

tice cu cele de mai sus, iar pentru ii)

:0eP hivalent cu — -
vom avea: O € P() echivalent cu P

sin 2B + % -8in2C = —sin2A (4.4.a)

si analoagele.

Mai precizam ca problemele din aceasta nota aparute in G.M., al caror

autor n-a fost mentionat, sunt propuse de subsemnatul.
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