
Educaţia Matematică Vol. 2, Nr. 1-2 (2006),85-88

Asupra unei probleme de extrem 1

Dumitru Acu

Abstract

In this note we obtain: if xi ∈ R, i = 1, n + 1, n ∈ N, n ≥ 2

satisfy the conditions (1), then

max
i=1,n

xi =
2(n − 1)

n + 1
and maxxn+1 =

4n

n + 1

2000 Mathematical Subject Classification: 97D50, 26B29

1. În [1] este propusă Problema 2.71, pagina 26: ”Fie a, b, c, d, e ∈ R

astfel ı̂ncât a+ b+ c+d+e = 8 şi a2 + b2 + c2 +d2 +e2 = 16. Să se găsească

valoarea maximă a lui e”.

Prezentăm ı̂n continuare soluţia dată la această problemă ı̂n aceeaşi

lucrare la pagina 56.

”Din enunţ rezultă 8 − e = a + b + c + d şi 16 − e2 = a2 + b2 + c2 + d2.

Dar inegalitatea Cauchy-Buniakowski implică 4(a2 + b2 + c2 + d2) ≥ (a +

b + c + d)2 ⇔ 4(16 − e2) ≥ (8 − e)2 ⇔ 64 − 4e2 ≥ 64 − 16e + e2 ⇔

5e2 − 16e ≤ 0 ⇔ e(5e − 16) ≤ 0. Din ultima inegalitate deducem că

0 ≤ e ≤
16

5
, deci maximul lui e este

16

5
. Egalitatea se obţine dacă şi numai

dacă a = b = c = d = e =
16

5
.”
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Se observă că pentru a = b = c = d = e =
16

5
avem a + b + c + d + e =

16 6= 8 şi a2 + b2 + c2 + d2 + e2 =
256

5
6= 16, adică condiţiile din enunţ nu

sunt verificate.

În această notă vom prezenta o generalizare a problemei ı̂nsoţită de o

soluţie completă.

2. Ne propunem să rezolvăm următoarea problemă de extrem mai gen-

erală: Fie n ∈ N, n ≥ 2, xi ∈ R, i = 1, n + 1, astfel ı̂ncât

n+1
∑

i=1

xi = 2n şi

n+1
∑

i=1

x2

i = 4n.(1)

Să se găsească max
i=1,n+1

xi.

Observăm că, ţinând seama de simetria condiţiilor (1), putem să aflăm

mai ı̂ntâi valoarea maximă a lui xn+1, apoi a lui xn şi aşa mai departe.

Acum, din (1) avem

n
∑

i=1

xi = 2n − xn+1(2)

şi
n

∑

i=1

x2

i = 4n − x2

n+1.(3)

Din inegalitatea Cauchy-Buniakowski-Schwartz obţinem

(

n
∑

i=1

xi

)2

=

(

n
∑

i=1

xi · 1

)2

≤ n

n
∑

i=1

x2

i ,

de unde, utilizând (1) şi (2), găsim

(2n − xn+1)
2 ≤ n(4n − x2

n+1).(4)

Efectuând calculele ı̂n (3), obţinem

(n + 1)x2

n+1 − 4nxn+1 ≤ 0,
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de unde deducem

0 ≤ xn+1 ≤
4n

n + 1
,

deci max xn+1 =
4n

n + 1
.

Revenim cu xn+1 =
4n

n + 1
ı̂n (2) şi (3) şi obţinem

n
∑

i=1

xi =
2n(n − 1)

n + 1
(5)

şi
n

∑

i=1

x2

i =
4n(n − 1)2

(n + 1)2
.(6)

Datorită simetriei relaţiilor (5) şi (6) ı̂n xi, i = 1, n, putem afla mai ı̂ntâi

max xn.

Procedăm ca mai sus. Avem:

n−1
∑

i=1

xi =
2n(n − 1)

n + 1
− xn(7)

şi
n−1
∑

i=1

x2

i =
4n(n − 1)2

(n + 1)2
− x2

n.(8)

Utilizăm din nou inegalitatea Cauchy-Buniakowski-Schwartz şi avem

(

n−1
∑

i=1

xi

)2

≤ (n − 1)
n−1
∑

i=1

x2

i ,(9)

de unde, ţinând de (7) şi (8), găsim

(

2n(n − 1)

n + 1
− xn

)2

≤ (n − 1)

(

4n(n − 1)2

(n + 1)2
− x2

n

)

,

care este echivalentă cu
(

xn −
2(n − 1)

n + 1

)2

≤ 0.
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Această inegalitate este posibilă dacă şi numai dacă xn =
2(n − 1)

n + 1
.

Mai mult, raţionamentul făcut ne arată că de fapt

xi =
2(n − 1)

n + 1
, i = 1, n.

Aşadar, am obţinut că:

max
i=1,n

xi =
2(n − 1)

n + 1
şi max xn+1 =

4n

n + 1
.

Valorile găsite verifică condiţiile (1).

Observaţie. Pentru n = 4 obţinem Problema 2.71, caz ı̂n care egali-

tatea se obţine dacă şi numai dacă a = b = c = d =
6

5
şi e =

16

5
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