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O conditie de convergenta a unor siruri

Didina Maria Secelean

Abstract

In this paper we present a necessary and sufficient condition to
convergence of some real sequences. More exactly, an sequence is
convergent if and only if certain its subsequences converge. Also we

give an application.
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Este foarte cunoscuta proprietatea ca un sir are limita atunci i numai
atunci cand orice subgir al sau are o aceeasi limita. Teorema urmatoare
arata ca este suficient sa consideram doar anumite subsiruri, generalizand

astfel un rezultat des utilizat in probleme.

Teorema 1. Un sir de numere reale (x,), are limita | € R dacd si numai

dacd existd o familie finitd (Iy)n_, de multimi infinite de numere naturale
N

astfel incat N = |J Iy iar subsirurile (xp)ner, (kK = 1,2,...,N) sa aiba
k=1

limita [.
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Demonstratie. Necesitatea este evidenta.
Pentru a demonstra suficienta, sa presupunem intai ca [ € R (adica
subsirurile (z,)ner,, k = 1,2,..., N sunt convergente) si fie ¢ > 0. Atunci,

pentru fiecare k = 1,2,..., N, exista n., € I astfel incat
nely n>ng = x,€(l—gl+e).

Fie n. = max ng sin > n..
1<k<N
Atunci exista k, € {1,2,..., N} astfel incat n € I, si deci z, € (I —
g, l+e).
Rezulta lim x,, = [.
n
Presupunem acum cal = cogifiee > 0. Atunci, pentruk € {1,2,..., N},

exista n., € I, astfel incat
nely, n>ng = x,>c.

Luand n, = nax e si n > n. deducem ca exista k, € {1,2,...,N}
astfel incat n € I}, si deci x,, > €.

Rezulta liyrln T, = 1.

Cazul | = —o0 se trateaza analog.
OBSERVATIE. Conditia ca familia de subgiruri din teorema precedenta sa

fie finita este esentiala dupa cum rezulta din urmatorul contraexemplu:

Consideram girul numerelor rationale strict pozitive

DN | —
— o
—w
DO | DO

organizat dupa schema urmatoare (a lui Cauchy):
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Acest gir nu are, evident, limita: este suficient sa observam ca admite

doua subsiruri cu limite diferite :

.— 0.

Admite totusi o familie infinita de subsiruri care tind catre o aceeasi

k

limita, de exemplu, pentru fiecare & = 1,2,. .., subsirul (), converge la 0.

Din teorema precedenta se desprinde imediat caracterizarea corespun-

zatoare pentru girurile convergente.

Corolarul 1. Un sir (z,), de numere reale este convergent si are limita l

daca st numai daca exista multimile infinite de numere naturale Iy, Io, ..., Iy
N

astfel incat N = |J Iy iar subsirurile (x,)ner, sa fie convergente cu limita
k=1

l.

Corolarul 2. Un sir de (x,), de numere reale are limita | € R dacd
st numai daca exista mulfimile de numere naturale Iy, I, ..., In cu pro-

prietatile :
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N
a) N = U ]k;
k=1
b) multimea I, N I}, este infinita pentru orice k € {1,2,... N},

c) subsirurile (xp)ner,, k=1,2,..., N, au limita.

Demonstratie. Vom demonstra doar suficienta.

Sa aratam intai ca, pentru orice k € {1,2,..., N}, subsirurile (x,)ner,
au aceeasi limita.

Fie | = %16%11 z, si fie k € {1,2,..., N}. Atunci, tinand cont de ipoteza
b) sirurile (2,)ner, $i (Tn)ner, au drept subsir pe (2, )nenni, -

Rezulta ca lim = [ iar, cum sirul (z,),es, are limita, deducem ca

neliNly

lim ={.
nely

De aici aplicam teorema.

Lema 1. Consideram doua numere naturale nenule p, ¢ prime intre ele $i

k € N. Atunci exista o infinitate de numere naturale n cu proprietatea ca
qn + k:p.

Demonstratie. Afirmatia rezulta din teoria ecuatiilor diofantiene (a se
vedea de ex. teorema 7.2.1. §i propozitia 7.2.1. din [1]). Vom prezenta,
aici, o demonstratie directa.

Daca p = 1 sau ¢ = 1 afirmatia este evidenta. Presupunem, asadar,
p=2siqg=2.

De aici si din faptul ¢ numerele p si ¢ sunt prime intre ele, deducem?
ca exista numerelelintregi nenule u, v astfel incat pu + qu = 1 ceea ce este

— pu

echivalent cu ¢ = .
v

la se vedea de ex. [3]
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k+1

Pentru m € N* arbitrar cu m > —— < pm — k > 1, luam
n = |v|pm — vk.

Numarul n este, evident, natural i avem :

1 )
gn +k = - (Jv|pm — vk) + k = signv - pm — signv - p*um + puk: p.

Cum numarul m a fost ales arbitrar, rezulta ca exista o infinitate de
valori ale lui n care indeplinesc conditia din enunt,.
Aplicatie. Se considerd un sir (z,), de numere reale §i presupunem cd
exista numerele naturale nenule prime intre ele p si q cu proprietatea ca

subsirurile
(@pn)ns (Cgn)ns (Tgn)ns -5 (Tgnig-1)n
au limita. Atunci girul (z,), are limita.

Solutie. Observam ca, notand I, := {qn + k — 1/ n = 1,2,...}, pentru
orice k € {1,2,...,q}, avem

U
k=1

Apoi, daca notam Iy := {pn/ n = 1,2,...}, utilizand lema precedenta,
deducem ca multimea Iy N I este infinita pentru orice k € {1,2,...,q}.

De aici gi din teorema de mai sus rezulta ca (z,), are limita (aceasta
limita fiind chiar valoarea comuna a limitelor subsirurilor (x,)ner,, & =
0,1,...,9).

[ata un exemplu de aplicare concreta a rezultatului demonstrat in aplicatia

anterioara.

EXEMPLU. Flie girul de numere reale (x,), si presupunem cd subsirurile
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(Zon)ns (T30)n, (T3n11)n, (Tanie)n sunt convergente. Atunci sirul dat este
convergent, limita sa fund egala cu valoarea comuna a limitelor subsirurilor

considerate.
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