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Aranjamente generalizate

Vasile Mircea Popa

Abstract

In this paper we propose a generalization of the arrangement no-
tion. We give the generalized arrangements definition and we present
the issue of distributing the objects into cells. We also present two
recurrence relations concerning the generalized arrangements.

Next, we develope a general method for the generalized arrange-
mentsalculation: the Newton type polynomials method.
In the end of the paper we propose three applications and we indicate

the references.
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1 Introducere

Dupa cum se stie, in aranjamentele simple de m obiecte luate cate k, orice
obiect apare cel mult cate o singura data, pe cand in cazul aranjamentelor
cu repetitie orice obiect se poate repeta, de maximum k ori.

In cele ce urmeazi vom considera cazul general, cand obiectul i se poate

repeta de maximum 1; ori, unde 1 < [; <k (i =1, 2,..., m) [2].
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2  Definitie

Prin aranjamente generalizate de n obiecte (11, s, ..., [;,) luate cate k intele-
gem submultimile ordonate continand & obiecte diferite sau identice care se

pot forma pe rand din cele n = > I; obiecte (m clase de obiecte, din clasa
i=1
i avand 1; obiecte identice).

Numarul aranjamentelor generalizate de n obiecte (l,ls,...,1,) luate

cate k se noteaza cu:
k
A” (I1,02,-5lm) "
Trebuie evident sa avem: n > ksi1 <[; <k (i=1,2,....,m).

Prin particularizare se regasesc aranjamentele simple si cele cu repetitie:

Afi (1,1,...,1) = Al (m =n)

m

Aﬁ (k.. k) — afn (mk =n).

Exemplu. S& consideram aranjamentele de 7 obiecte (3, 3, 1) luate cate
3.
Obiectele sunt: 111222 3.

Construind sistematic aranjamentele generalizate, obtinem urmatoarea lista:
111; 112; 113; 121; 122; 123; 131; 132; 211; 212;

213; 221; 222; 223; 231; 232; 311; 312; 321; 322.

Lista contine 20 de pozitii, deci, prin enumerare am obtinut rezultatul:
3
A7 (373’1) - 20.

Cazuri particulare:
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Pentru cazurile particulare k = 0,k = 1,k = n — 1 si k = n, numarul
aranjamentelor generalizate se determina cu ajutorul urmatoarelor formule,

care rezulta imediat din definitie:

A701 (11,12,0001m) — 1

1 _
A, (11,10, 1p) — T

1 _ n!
ldzseslm) =

n!
An =
m dzdm) T L]

3 Problema distribuirilor

Vom considera in continuare o problema de distribuire a unor obiecte in
casute. Casutele se considera distincte gi neordonate (nu are importanta
ordinea obiectelor dintr-o casuta). Daca o casuta poate primi cel mult /;
obiecte, vom spune ca aceasta casuta are capacitatea [;.

Problema: Consideram k obiecte diferite si m casute de capacitati
l;(i = 1,2,...,m). Se distribuie cele k obiecte diferite in cele m casute.
In cate moduri se poate face distribuirea?

Vom arata ca numarul de distribuiri posibile este:

k
An (1,2, slim)

Sa consideram la inceput un caz particular cu interpretarile conform definitiei

si problemei distribuirilor:

Ai (2,1,1) — 7.
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Definitie. Problema distribuirilor.
Obiecte: 1123 Obiecte: AB

11 AB

12 A B

13 A B

21 B A

B B A

23 A B

32 B A

Dupa cum se observa, orice grupare poate fi interpretata ca indicand
casutele in care se plaseaza obiectele A,B si invers, orice distribuire in casute
determina o grupare. De exemplu, gruparea 21 arata ca obiectul A se
plaseaza in casuta 2 iar obiectul B in casuta 1, respectiv a patra distribuire
in casute conduce la gruparea 21.

Acest principiu se poate evident aplica pe cazul general, deci intre submul-
timile ordonate si distribuirile in casute exista o corespondenta biunivoca,

ceea ce arata ca ele au acelagi numar de elemente.

4  Formule de recurenta

Exista urmatoarele formule de recurenta, ale caror demonstratii le prop-
unem ca exercitiu cititorului.

Formula de recurenta I:

1
k — I E 7
An (nslzslm) w r1lwg!l.x,!

) .. .

unde (z1, xg, ..., T;,) este o solutie In numere naturale a ecuatiei:

$1+$2++$m:]€
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cu conditiile: 0 < z; < [;;i=1,2,....m
Suma se face pe multimea R a solutiilor ecuatiei de mai sus, prin urmare
suma din membrul drept are |R| termeni (cardinalul multimii R).
Ca exemplu de aplicare a formulei, sd calculam numarul A3 (33.1)"
Ecuatia x14+x2+2x3 = 3, cu conditiile 0 < 21 < 3,0 <2, <3,0< 23 <1

are urmatoarele solutii:
(0,2,1);(0,3,0);(1,1,1);(1,2,0);(2,1,0);(2,0,1);(3,0,0).

Deci:

1 1 1 1 1 1 1
A3 =6(=+=-+-+=+=+=+-)=20
7 (33.1) (2+6+1+2+2+2+6>

Formula de recurenta II:

k _ k 1 k—1
An (11,12,...,1m) - A’I’L*lm(llylmmylm—l) _'_ C ATL lm(11712) ,lm 1)+
k— 2 Im k—lm
+C} - Ar” e ) T O AT 1

Suma din membrul drept are [,, + 1 termeni.
Ca exemplu de aplicare a formulei, sa calculam acelagi numar A2 (33.1)°
Obtinem:

A? (3,3,1) — Ag (3,3) + C:% ) Ag(s,a)

Utilizand una din metodele de calcul expuse in prezentul articol, obtinem:
AG (3,3) = 8; AG (3,3) =4
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5 Metoda polinoamelor de tip Newton

In continuare vom dezvolta o metoda generala pentru calculul aranjamen-
telor generalizate (metoda polinoamelor de tip Newton [3], [4]).

Vom considera la inceput un caz particular, respectiv calculul numarului
A3 (3.2)" Prin urmare, trebuie sa calculam in cate moduri se pot distribui
trei obiecte diferite in doua casute de capacitati trei respectiv doi. La fiecare
distribuire a obiectelor in casute raman doua locuri necompletate. Sa in-
troducem o clasa de obiecte fictive, avand doua astfel de obiecte, astfel
incat la fiecare distribuire a obiectelor, casutele sa fie complet ocupate.
Aceste obiecte fictive corespund “golurilor” sau “lipsurilor” din casute la
o distribuire a celor trei obiecte diferite. De asemenea, sa presupunem la
inceput ca fiecare casuta poate primi cinci obiecte. Atunci, primul obiect
se poate plasa in prima casuta sau in a doua casuta. Acestor posibilitati de
distribuire a primului obiect le putem atasa polinomul simetric gi omogen
de doua nedeterminate: P, = y; + o

La fel, al doilea obiect se poate plasa in prima sau in a doua casuta.
Scriem polinomul atasat: P, = y; + o

Fiecarei distribuiri a primului obiect i se poate atasa o distribuire a celui
de-al doilea obiect, totalitatea distribuirilor care rezulta reprezentandu-se

prin produsul celor doua polinoame:
Pl =yi +y5+ 201y

Al treilea obiect se poate de asemenea plasa In prima sau a doua casuta,
polinomul atasat fiind: P, = y; + o

Distribuirilor celor trei obiecte distincte le corespunde polinomul:

P} =y} +ys + 3972 + 315
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Cele doua obiecte identice (“golurile”) se pot distribui ambele in prima
casuta, ambele in a doua casuta sau una in prima si cealalta in a doua

casuta. Polinomul atasat va fi:
Py =y +y5 + 1112
Distribuirilor celor cinci obiecte le corespunde polinomul:

P} Py =y} + 4yiys + T°ys + Ty°ys + 4y1ys + vo

1 1

Exponentul unei nedeterminate arata cate obiecte sunt in casuta reprezen-
tata de nedeterminata respectiva. Coeficientul unui monom arata de cate
ori apare el in polinomul final, deci cate distribuiri de tipul respectiv sunt
posibile. In cazul nostru, prima casuta poate primi maximum trei obiecte
iar a doua maximum dou& obiecte, deci distribuirile sunt de tipul ¥ y3.
Deci, rezulta:

Ag (372) - 7.

O simplificare considerabila a calculelor se poate face considerand repre-
zentarea polinoamelor simetrice si omogene de felul celor de mai sus prin
sumele nedeterminatelor de aceeasi putere (relatii de tip Newton, [1]).

Astfel, notand:

T1 =Y + Y2
To =Yi + 5
avem:
P =x
1 2

P:Pﬁg:%(ﬁmi’@)
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1

P=c [ +92)" + (n +v2) (7 +3)]

Cu teorema multinomului [5] extragem coeficientului monomului y3y3:

175 3 3
N=_ _7
5 (321 T 120 T 3100

Metoda expusa se poate aplica evident pe cazul general. Deci pentru

calculul aranjamentelor generalizate:

k
A” (151250 5lm)

se procedeaza astfel:

a)Se calculeaza polinomul:
P=PF.P,_,
unde: P, = z; iar
Pk =Py (.131, L2y .-ey mn—k)

este polinomul de tip Newton de grad n — k in n — k nedeterminate.
Deci,P = P (zy,x2,...,T,_) va avea gradul n gi n — k nedeterminate
(n> k).

b)Se inlocuiegte in P:
Tn=y1+Y2+ .t Yn

To =yl +ys+...+12

Tooe =y YTy

c)Se calculeaza cu teorema multinomului coeficientul monomului

yhyl gyt din dezvoltarea lui P, care va fi chiar numéarul cautat.
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Primele patru polinoame de tip Newton sunt:

P =1
L,y
L3
P3 = 6 (lL’l + 3$1£C2 + 2373)
1
P, = 21 (:15‘11 + 63:%3:2 + 8x1x3 + 336% + 6904)

Mentionam, fara a insista aici asupra acestui aspect, ca aplicand metoda
de numarare Polya — de Bruijn [5] in cazul problemei noastre, se obtine in
fond metoda de calcul expusa mai sus. Polinoamele de tip Newton apar ca
polinoame indicatoare de cicluri pentru grupurile simetrice de permutari.

In cazul particular k = n se obtin permutarile generalizate:

n!
A T

An( n:Pn(

ll»l27~~alm)

6  Aplicatii

Ca aplicatii vom considera trei probleme.

a) Cate numere de patru cifre se pot forma cu cifrele 1,2,3 daca in fiecare
astfel de numar cifra 1 se poate utiliza de cel mult 3 ori, cifra 2 de cel mult
doua ori i cifra 3 de cel mult doua ori?

b) Opt elevi urmeaza a fi cazati intr-un camin in trei camere avand
patru, trei si respectiv trei paturi. In cate moduri se poate face distribuirea
elevilor in camere?

¢) Utilizand metoda polinoamelor de tip Newton, sa se recalculeze A? (3.3.1)"

Aplicand cele expuse mai sus, se obtin rezultatele:

a) A§(3,2,2) =62
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b) A, (4,33) = 2660
c) A% (3,3,1) — 20
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