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Probleme de combinatorica rezolvate
neconventional

Amelia Bucur

Abstract
The aim of this paper is studding some combinatorial problems

using methods that are less met at classes.

2000 Mathematical Subject Classification: 97D40

1 Introducere

In cele ce urmeaza vom utiliza notatia

a(a —h)(a—2h) - ... [a— (n—1)h] = a"",

h

"o = g7 ol = q.

Astfel, in particular, a

Teorema binomului factorial. Oricare ar fi doua numere reale a,b si
n € N, are loc relatia:

(1) (a+b)"h = gl - Clgn=thy 4 C2gn2hp2h o 4 prih

Demonstratie. Teorema se poate demonstra prin metoda inductiei com-
plete in mod cu totul analog cu demonstratia obignuita a formulei binomului
lui Newton. Este usor de verificat ca pentru n egal cu 1 sau 2, teorema bi-
nomului factorial este adevarata. Presupunem ca relatia din teorema este
adevarata pentru exponentul n, adica are loc (1). Vom demonstra ca relatia
(1) este adevirati si pentru n + 1. Intr-adevir, inmultind cu a + b — nh
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ambii membri ai egalitatii care exprima teorema pentru exponentul n, in
membrul stang vom obtine evident (a + b)" 1/
figura suma avand ca termen de rang i pe C?a™ """ vom obtine dupa
inmultirea cu a + b — nh ca expresie a acestui termen.

, In membrul drept, unde

Cia" i (q + b — nh) = Cla" MM [a — (n —i)h + (b —ih)] =
= Cha" " — (n — )R + Cha™ "o (b — in) =
_ C«;an—i+1|hbi|h + C;an_ilhb“_l'h.

Conform relatiei cunoscute C- '+ C? = C!, , rezultd, ca si in cazul teo-
remei obignuite a binomului lui Newton, ca dupa inmultirea membrului intai
cu a+b—nh se va obtine o suma de termeni de forma C?  a"*1=hpilk Cu
acestea, s-a demonstrat ca, daca teorema binomului factorial este adevarata
pentru exponentul n, ea este adevarata si pentru exponentul n + 1. De aici

valabilitatea ei pentru orice n.

2 Aplicatii ale binomului factorial

Problema 1 Sa se utilizeze teorema binomului factorial la calculul valorilor
urmatoarelor sume:
a) COCEk + CLCEY + C2CE2 4+ ...+ CFCY;

n-—m?

b) CoCh—CL L CHt+C2 ,CF 2 — 4 (_1>kcfn+k:00;

n

Rezolvare:
a) Deoarece

se va obtine

. , k-1 1 k! . A .
n'm .
Ot C«k—z i1, k—i|l C i1 k—z|1'

Deci suma cautata este egala cu

1
H(C,gmk“+C,imk’1|ln+0,fmk’2|1n2ll—|—. A CFMy = o min
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b) Termenul de rang ¢ al sumei poate fi transformat in modul urmator:

(m—i_z)l‘l k_i|1 _ 1 i 'L|1 k—i|1
i (k—1)! = D )

(1) O = (=1

m+i~'n

Dar, dupa cum este ugor de vazut,

(—D)im+ )1 = (1) (m+i)(m+i—1)-...-(m+1)=
=(-m—-1)(-m—=2)-...-(-m—i+1)(-m—i)=(—m— 1)1
Deci,
(-1)iCi O = k'Ok( )il

Astfel, suma este egala cu

{CO MOt (—m—1)+Cn 2 (—m — 1)+ 4+ Cf (—m — 1)} =

B (n—m— 1M (n=-m-1(n-m—-2)-...-(n—m—k)

N k! N k!
Pentru n — m — 1 > k aceastd expresie este evident egald cu C* . Se
mai observa c&, tinand seama de egalitatea C? ,, = C™, putem scrie relatia

obtinuta (pentru n —m — 1 > k) sub forma

n—m—1-

CmCr = Ot Oy + OO L+ (-1)FC,Cn = G

3 Utilizarea schemei geometrice

Uneori pentru stabilirea relatiilor dintre coeficientii binomiali este util sa se
tind seama de faptul ca C* este egal cu numarul combinarilor de n elemente
luate cate k. Pentru a ilustra acest procedeu, este comod sa fie folosita
urmatoarea schema geometrica. Presupunand ca ne aflam intr-un orag ale
carui strazi sunt dispuse dupa doua directii perpendiculare (vezi fig.1 unde
toate strazile oragului considerat sunt reprezentate prin drepte orizontale si
verticale), se vor numerota strazile paralele cu 0, 1,2, 3 etc., iar intersectiile
prin doua ”coordonate” (m,n), unde m este numarul strazii ”verticale”,



74 Amelia Bucur

care trece prin aceasta intersectie, iar n este numarul strazii ”orizontale”
(in fig.1 intersectiile sunt insemnate prin puncte). Se presupune acum ca
trebuie sa trecem de la casa care se afla in intersectia (0,0) la aceea de
la intersectia (m,n). In acest caz, vor exista C +n drumuri care sunt cele
mai scurte, de lungime egala si legand cele doua case. intr—adevér, fiecare
dintre aceste cele mai scurte drumuri contine m-+n cartiere si dintre acestea
n cartiere sunt ”verticale”. Aceste n cartiere ”verticale” pot fi distribuite
printre cele m + n cartiere in C,,, moduri.

(m,n)

(0,0)

Figura 1

(prin ”cartier” se intelege portiunea dintr-o strada, cuprinsa intre doua
strazi cosecutive care o intersecteaza).

impz‘ir’gind mai departe multimea celor mai scurte drumuri intr-o serie
de clase dupa anumite criterii, se pot, cu ajutorul acestei scheme, obtine
unele relatii interesante intre coeficientii binomiali.

IV. Aplicatii ale schemei geometrice

Problema 2 a) Sa se utilizeze schema geometrica descrisa pentru demon-
strarea relafiei:

Cr+ O + O + o+ G = Oy
b) Sa se demonstreze urmdtoarea generalizare a relatiei precedente:

C;ang + O;Ln—_llckl-l-l + C;n—_22013+2 t.t Cg—mcl?im =Gl



Probleme de combinatorica rezolvate neconventional 75

c) Sa se calculeze suma:
CUCk v Clort L o2Ck2 L 4 CR D

Rezolvare: a) Se vor considera cele mai scurte drumuri care duc de la
intersectia (0,0) la intersectia (n —m + 1,m) (fig.2)

Numarul unor astfel de drumuri este evident egal cu C7" ;. Se impart
acum aceste drumuri in urmitoarele clase fird elemente comune. In primul
rand, se poate porni pe strada ”orizontala” - astfel de drumuri vor fi tot
atatea cate drumuri unesc intersectia (1,0) cu intersectia (n —m + 1,m),
adica sunt in numar de C]". In al doilea rand, se pot parcurge mai intai
un cartier pe strada ”verticala” ”si abia in punctul (0,1) sa se treaca la
dreapta; numarul acestor drumuri este egal cu numarul drumurilor care
unesc intersectia (1, 1) cu intersectia (n —m+ 1, m)adici este egal cu O .
In al treilea rand, se poate trece intai din punctul (0,0) in punctul (0,2) si
de acolo sa se ia la dreapta - numarul acestor drumuri este evident egal cu
numarul drumurilor care unesc punctele (1,2) si (n —m + 1,m), adica este
egal cu C;ZI__QQ. In al patrulea rand, se pot parcurge mai intai trei cartiere pe
strada "verticala” de rang zero si de acolo sa se treaca la dreapta (in total

-3 drumuri); in al cincilea rand, si se ajungd in punctul (0, 4) si de acolo
s& se porneasc la dreapta (in total C",* drumuri) etc. Ultima posibilitate
este aceea ca mai intai sa se parcurga ”"in sus” toate cele m cartiere si numai
de acolo sd se treacd la dreapta (un singur drum, C°_ = 1). Deoarece
numarul total de drumuri este egal cu C),; si fiecare drum apartine numai
unei singure dintre clasele considerate, de aici rezulta imediat relatia pe care

” N

trebuie sa o demonstram.

Om) — (Lm) (n-m+1,m)
0,2)](1,2)

0.1)

0,0)

Figura 2



76 Amelia Bucur

b) Se considera toate drumurile cele mai scurte, care duc din punctul
(0,0) in punctul (n —m + k + 1,m). Numarul unor astfel de drumuri este,
evident, egal cu C]", ;. Se Impart aceste drumuri in clase fard elemente
comune. Pentru aceasta se duce pe harta orasului o dreapta verticala, care
trece intre verticalele de rang k i £+ 1. Fiecare dintre drumurile considerate
va intersecta aceste drumuri intr-un singur punct. Numarul drumurilor care
intersecteaza dreapta data intr-un punct situat pe orizontala de rang r este,
evident, egal cu produsul dintre numarul drumurilor care unesc punctul
(0,0) cu punctul (n — m + k + 1,m). Astfel, acest numar este egal cu

4y Cn,l . Punand in ultima expresie 7 = 0,1,2,...,m gi insumnand toate
expresiile obtinute, ne convingem ca avem:

CLOM + Ch O+ CR O+ + O Gy = Oy

ceea ce trebuie demonstrat.

(k,2) (k+1,2)
(0,0) (k,0) (k+1,0)
Figura 3

¢) Consideram din nou o schemé geometrici. Numarul C* C? este pro-
dusul dintre numarul celor mai scurte drumuri care duc din punctul (0,0)
in punctul (m — k, k) si numarul celor mai scurte drumuri care duc din
punctul (m — k, k) in punctul (n +m — k, k), adica este numarul celor mai
scurte drumuri care duc din punctul (0,0) in punctul (n +m — k, k) si care
trec prin punctul (m — k + 1,k — 1); C*=2C? este numarul celor mai scurte
drumuri care duc din punctul (0,0) in punctul (n +m — k, k) si care trec
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prin punctul (m — k + 2,k — 2) etc.; C°C* este numarul celor mai scurte
drumuri care duc din punctul (0,0) in punctul (n +m — k, k) si care trec
prin punctul (m—k+n, k) = (m,0). Deoarece fiecare dintre cele mai scurte
drumuri duc din punctul (0, 0) in punctul (n+m—k, k) intersecteaza intr-un
singur punct dreapta dusa in fig.4, atunci suma care figureaza in problema
este egala cu numarul total al celor mai scurte drumuri care unesc punctele
(0,0) si (n+m — k, k), adici este egal cu Ck

n+m:-

(m-k,k) (n+m-k,k)

(m-i,i

(0,0) (m-k,0) (m,0)
Figura 4

Problema 3 (din [1])a) La o casa de bilete stau la rand n +m oameni; n
dintre ei au monede de cate cinci mii de lei, 1ar ceilalft m au numai bancnote
de cate zece mii de lei. Biletul costa cinci mai de lei. La tnceputul vanzarii
casa nu are bani. Care este probabilitatea ca nici unul din cumparatori sa
nu fie nevoit sa astepte restul?

b) Sa se rezolve aceeasi problema dacd se presupune ca la inceputul
vanzari casa avea p monede de cate cinci mii de lei.

Rezolvare: Se utilizeaza schema geometrica. A se vedea [1], pag. 198
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