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Asupra unei metode pentru calculul unor
integrale definite din functii trigonometrice

lIoana Aleman

Abstract

In this paper is presented one method of calculation for the trigono-

metrical integrals.
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1

In calculul integralei
b
I= / f(x)dx

unde f : [a,b] — R este o functie integrabila, este utila schimbarea de
variabila

at+b—xz=t

deoarece prin ea se pastreaza limitele de integrare, obtinand

b

I:/f(a+b—t)dt

a

29
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Aceasta metoda se foloseste deseori si la integrale definite ce contin functii
trigonometrice. Mai intai vom enunta cateva propozitii, dupa care cu
ajutorul lor, prin particularizari ,vom calcula cateva integrale din functii
trigonometrice.

Propozitia 1. ([1], [2]) Daca a,b € R ,a <b,s =a+b i f:[a,b] = R

este o functie integrabila pe |a,b], atunci:

/bf(x)dx:/bf(s—x)dx

Demonstratie. Facem schimbarea de variabila ¢t = p(z) = s — x cu

p'(x) = —1,p(a) =b,p(b) = a

sl atunci :

/bf(m)dx:/af(s—x)(—l)dx:/bf(s—x)dx

Propozitia 2. ([1], [2]) Daca a,b € R, a < b,s = a+ b i functiile
integrabile f, g : a,b] — R au proprietatile:

f(S —I) = f(CL’),g(ZL’) +g(8 _"L‘) =cc R,\V/ZE € [Cb,b]
atunci:

2/bf(%’)9(56)d13 = C/bf(ﬂ?)dﬂi

Demonstratie. Comform propozitiei 1, avem:
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Prin urmare:

zlz/bf(a:) dx+/f (s — z)dx =

b

/f 2) + gls — o)z = c/f(m)dx

a

Propozitia 3. Dacaa,be R, a<b,s=a+biar f:R—-R, g:R—- R,

sunt functit integrabile astfel incat:

f(s—z)= f(x),g9(x) + g(s —x) € R}, Vz € [a,b]

b
@) [
?/mw+y@—xﬂx‘!j(“

Demonstratie. Conform propozitiei 1, avem:

atunci:

b

B fs—xM@—x)x: [ f@gls =)
S ForrreL el !

a a

de unde obtinem ca:

2[_/f 9(x) )g(s_x)dx:/f(:r;)dx

g(x) +g(s — x)

adica relatia din enunt,.
1.1 Aplicatii

1
1. Sa se calculeze: /ln(l + tgx)dx
0
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Solutie.

f o 1+1ge
In(1 +tg(% —x))dx = /ln 195
0

1+tgx

I = | In(1+tgz)dr = dr =

o\

ENE]

o\
a1

= %an— In(1 + tgz)dr = %an—[

S —
NE

de unde rezulta [ = gln 2

Generalizarea aplicatiei 1 ar fi :
b

Sa se calculeze: /ln[l +tgla+b)tgrldr cu0<a<b< F —a

a

[Mihai Sandu G.M 9/2000]

Solutie. Conform propozitiei 1 avem :

b b
Iz/l [1+tg(a+ b)tgx]dx /1n1—|—tga+b)tg(a+b—x)d

b

_ /ln[l—l—tg(a—l—b)

a

b
1 +tg*(a +b) / )
= /1 dr = [ In|1+1 b)| -1
/nl—l—tg(a—i-b)tg:z: ‘ a1 +tg7(a+0)]

a a

de unde I = (b — a)In[1 + tg*(a + b)]

tg(a+b) — tgx
1+tg(a+b)tgx

|dx =

2. Sa se calculeze:

b
o sin z)¢°s®
I, = f (sina:)( s AT

cos I+(COS x)sln x

f(tgx (tgz) 72" dr daca a,b € R, 0 <b—a<2gia+b=7.

ctgac+ ctg:z: tgac
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Solutie. Din propozitia 1 rezulta ca:

- / (cos o)™ i — I
(cosx)sine 4 (sin x)cos®
dar I + I/ = b —a, de unde I, = b_T“ Analog

b

t tgx
L= / (ctga) dr = I}

(ctgx)'os + (tga)<ts®

dar Iy + I, = b — a, deci Igzb’T“

O generalizare a acestei aplicatii ar fi:
b n
_ (Sin’ﬂ I)COS x
Il - f (sin" ‘Z,)cos” 2+(COSn x)sin” n dx

a

tg $ ctg x
f (tg 1. ctg 1+ Ctg'L:E)tJn“L da:

Cua beR, 0<b-a<2gia+b=5neN"

[D. M. Batinetu Giurgiu, [3]]

Valoarea celor doua integrale este aceeasi, adica I; = I, = %2

5
3. Sa se calculeze :

o\
k]

I = [ (cos*2z +sin* 2z) In(1 + tgz)dx
[D. Acu G.M 8 /1985
Solutie. I=[[cos*(3 — 2z) + sin*(Z — 22)]In[1 + tg(Z — x)]dx =
0
1 ) 1
= /(0054 22 + sin* 2z) In dr = =1n2 /(COS4 22 + sin 22)dx — I
1+tgx
0 0
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s
i
Prin urmare, I = 22 [(sin* 2z + cos* 22)dz = 22 In 2
0

4. Dacaa € (0,5] si b€ R, sa se calculeze

/(1172 —ax + b)In(1 + tgatgr)dx
0

[V.Gorgota-GM 4/1998]

Solutie. Fie f(x) = z* — ax + b, g(x) = In(1 + tgatgx)

Este evident ca:
Vz € [0,a] atunci conform pro-

f(a-x)=f(x) si g(a-x)=In(1+tg?a)-g(x),

a

[ f@gta) = s+ tg%) [ 5ia) =

prietatii 3

0
2

1 a
=3 In(1 + tga) /(902 —ax + b)dr = gln(l + tg*a) (b — %)
0

O generalizare a problemelor 4 i 5 ar fi: dacd a,b € Ry cua <b< §—a
[a,b] — R este o functie integrabila astfel incat f(x) = f(a +b— x)

sif:

V x € [a,b], atunci:
/ In[1 2 b /
/f(a:)ln[1+tg(a+b)tgx]dx: al +t92 (a )]/f(x)dx

5. Sa se calculeze

%
/(Sin4 x4 cos*z)In(1 + tg%)dx
0



Asupra unei metode pentru calculul unor integrale ... 65

Solutie.
2
I = /[sin4(g —x)+ cos4(g —z)|In[1 + tg(% — g)] =
0
; 2
/(sin4 r + cos*z)In —dx =
1 + tg§
0
%
=In2 /(sin4 x + costx)dr — I
0
De unde
bl
In2 3mln2
I= n7 (sin® x + cos® x)dx = Flél
0
Generalizare.

I = [ (sin®z + cos® z)In(1 + tgg)dm, n € N¥,

o
SIE]

Dintr-un calcul analog se obtine:

2
In2
I= HT /(sinQ" x + cos®™ x)dx
0
Dar folosind formulele de recurentd pentru I, = [sin"zdz si J, =
[ cos™ xdx, adicd
1 cn—1 n —
I, =——sin"""xcosx+—1I, 5, n>2
n n
1

_ . n—
Jp=—cos" trsine + ——J, 0, n>2.
n n
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Obtinem: Iy, = J, = (%71.?”%

Prin urmare:

6. Sa se calculeze:
1
I /(2:52 204 1)In(1 + 197 )dr
0

Solutie. Fie f,g:[0,1] = R cu f(z) = 22> =22+ 1, g(x) = In(1 + tg=F)
Deoarece f(1—z) = f(z) si g(1—x) = In(14+tg*T) — g(x) rezulta atunci

ca avem, conform propozitiei 3:
1 In2
I = 3 In(1+ thZ) /(2x2 —2x+ 1)dx = e

3
0

Generalizare. Daca a € (0,1],b € R sa se calculeze

a
Ta T

I= /(QI —2ax +b)In(1 + tg—tg

dz
4 4)

0

[D.Batinetu OCTOGON.2/2000]

Solutie. Fie f,g:[0,a] — R cu f(z) = 22% — 2ax + 1,

T Ta

— 1 _ _
g(x) =In(1 +tg TR 4)

Deoarece f(a —x) = f(x) si g(a — x) = In(1 +tg*Zt) — g(z) atunci :

I = lnl—l—tg /f
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7. Sa se calculeze
1
4 3 2 T
[:/(x —2x° 4+ 22 —:v—l)ln(l—i—tgz)cm
0

[D.Acu-G.M.7/1982]

Solutie. Procedand analog ca mai sus obtinem: [ = %

Generalizare. Daca a € (0,1],b € Rsi f:]0,a] = R cu
f(z) = 2* — 2a2® + 2a*2* — a®z + b

Atunci

/f ) In( 1+tg—tgz)d = %ln(1+tg2%)/f(:c)d:c

8. Sa se calculeze:

[L.Niculescu G.M.2/1998|

. By i s
Solutie. Punem u(z) = 2= si notam

y T
=——+_-—x
2 2

Atunci u(—t) = el‘fst L, de unde u(z) + u(—z) = cos®z.

Se obtine:

s g T

I= ju(m)dm = ju(—x)dx = /[cos?’x — u(x)]dx = /C083 xdr — 1

_
2

de unde [ = %
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Generalizare

Sa se calculeze:

%

cos2n+l ¢

I = /7d:c,n e N*
1+ e®

Se obtine:
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