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Generalizari ale unor probleme cu parte
intreaga

Dumitru Acu

Abstract

In this note we present the generalizations for four problems con-
cerning the integer part from the book [1].
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Problemele cu parte intreaga prezinta un interes deosebit in invatamantul
matematic deoarece in rezolvarea lor este nevoie deseori de asa numitele
“sclipiri matematice”.

In aceasta nota vom prezenta generalizari pentru cateva probleme cu
partea intreaga aparute in interesanta carte [1].

1. In [1] la pagina 38 se enunta problema P18, data in 1988 la Olimpiada
de Matematica din Australia:
“Fie a1 < ag < ... < a numere reale sin = 2% 4+ 2% + ...+ 2% Atunci

3]+ [&]+. =n—k
Propunem urmatoarea generalizare: “Fie a1 < as < ... < ap numere

reale si ng = b" + b2 + ..b%, b e N, b> 2. Atunci

m S+ =

Pentru rezolvare folosim inductia matematica in raport cu k. Pentru
k=1 avem n; = 0™ si putem scrie

43! n a1—1 | pa1—2 b -1 my—1
— — o= b" bt b1 = = .
[b}+[b2}+ A A e e

9
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Presupunem egalitatea (1) adevarata pentru k si sa aratam ca ea are loc
si pentru k + 1. Cum ngy; = ng + 0%+ cu ng < b**+1, avem

> [ma] = 3 || -

t>1 t>1
g apyr1—1 apr1—2 ng — k bt —1
= 37 [BE] gt g pma 2 g 1= =
t>1[bt}+ * Ry N T S |
_ e — (B4 1)
b—1 ’

ceea ce trebuia demonstrat.
Observatia 1.1. Pentru b = 2 se obtine problema P18 din [1].

2. In aceasi carte la pagina 47 se da problema P46, propusa de D. M.
Batinetu - G.: “Sa se rezolve in N ecuatia

= [Vx]+1.7

Propunem urmatoarea generalizare: “Fie n € N, n > 2. Sa se rezolve
in N ecuatia
) v = (n - D[Y7] + 17

Punem [{/z] =y sidin (2) avem z = (n—1)y+1. Cumy < Yz <y+1
rezulta y" < (n—1)y+1 < (y+ 1)™. De aici obtinem sistemul de inecuatii:

(3) y"'—(n—1)y—-1<0
Yyt Cnfyn i 4+ L+ Oyt +y >0

Prin inductie matematica in raport cu n se arata ca pentru y > 2 avem
y" > (n— 1)y + 1. Rezulta ca y* — (n — 1)y — 1 < 0 are loc numai pentru
y = 1, care verifica i inecuatia a doua din (3). Prin urmare, obtinem x = n.
Observatia 2.1. Pentru n = 3 obtinem problema 46 din [1].
Observatia 2.2. Din solutia problemei rezulta ca [{/n] =1

3. La pagina 36 din [1] se da problema P3, avand ca autor pe N.
Negulescu: “Sa se arate ca

W+ V3 + o+ [V =] = %n(n D) (dn 4 1)

Propunem urmatoarea generalizare: “Fie k € N, k > 2; aratati ca pentru
n € N, n > 2, are loc egalitatea

(4) [V +[V2+ ...+ [V/nk—1] =nFt — 1k 128 4 40k
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Notam cu S,  suma din memmbrul stang al egalitatii (4). Avem succesiv

Snk =
_ ({5/{] F V2 4 o [V 26— 1)+
+ (V25 + (V2 + 1)+ o+ [VBF = 1)) 4t

H/ (= DR + [ n = DF + 1) + oo + [0k — 1]) -
=2" -+ —2"24+ 4 -3"N3+. .+ (" -(n-1)")n-1)=
=1-284+2.3" 434"+ .+ (n—1)n"-
— (1M okt gkl (= DY) =
=2-D2"+B-1D3"+ ...+ (n—1)n*-
— (1ML okt gkl (= DFTY =

=nMt — (1% + 28 + L+ ),

ceea ce trebuia demonstrat.

Observatia 3.1. Pentru k = 2 ob{inem problema lui N. Negulescu , iar
pentru k = 3 avem:

n*(n —1)(3n + 1)
1 .

4. La pagina 36 in [1] se da problema P1: “Sa se demonstreze egalitatea

Sn,?y =

VI-2)+[VZ 3] +..[Vam+ 1) = @

Propunem urmatoarea generalizare: “Fie p € N*; au loc egalitatile:

) é[\/pk(pk +1)] = pw;

i) kil[\/(pk STk 1) = et p=2)

La i)ine folosim de dubla inegalitate

pk < \/pk(pk + 1) < pk + 1,
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valabila pentru orice k € N*. Atunci putem scrie

n

> [Vpk(pk +1)] = ipk = p@.

k=1

La i) folosim dubla inegalitate pk—1 < \/(pk — 1)(pk + 1) < pk, pentru
orice k € N*, si avem

n

SWVok— Dk =3 = w

k=1 k=1

Observatia 4.1. Pentru p =1 din i) obtinem problema P1 din [1] iar din
i) gasim identitatea

n

S WE-DET D) = "

k=1

Observatia 4.2. Pentru p = 2 obtinem identitatile:

n

> [V2k(2k +1)] = n(n+1)

k=1

St

n

> [V (@2k = 1)(2k + 1)) = n®.

n=1
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