Educatia Matematica Vol. 1, Nr. 1 (2005), 113-117

O problema de convergenta a unui

sir de functii

Didina-Maria Secelean, Nicolae-Adrian Secelean

Abstract

In this paper we will present an interesting situation when a pro-
perty holds in the finite case but is not valid in the infinite case.
In fact, that is an example in which the pointwise convergence of a
sequence of continuous functions is not sufficient for the continuity

of the limit.

2000 Mathematical Subject Classification: 40A05, 40A30

Daca se considera numerele 7, 7s,..., 7y € (0,1), N € N*  atunci func-

tia 7 : (0,00) — R,

n=1
are proprietatile: v(0) = N gi v(t) \, 0 cand t — oc.

Asadar, functia fiind, evident, continua, exista un unic numar pozitiv
N

s > 0 astfel incat Z ry = 1.

n=1
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Se pune problema, 1n cele ce urmeaza, daca aceasta proprietate ramane
valabila in cazul numarabil. Cu alte cuvinte, daca se da un sir de numere
oo
reale (ry,)n,>1 C (0,1), exista un numar real s > 0 aga Incat seria E Ty sa
n=1
fie convergenta cu suma 1 7
Raspunsul este, dupa cum vom ilustra printr-un contraexemplu, negativ.
Avem nevoie, mai intai, de:

Lema 1. Fie (ry)n>1 C (0,1) si, pentru orice k > 1, s, > 0, astfel ca
k

o0
Z rk = 1. Presupunem ca exista s > 0 astfel incat Z ry =1.

n =
n=1 n=1

Atunci s, /" s.

Demonstratie. Deoarece 1, € (0,1), avem, pentru orice k > 1,

si deci
k k
Sk Sk+1
PP
n=1 n=1

ceea ce este echivalent cu s, < spi1.
Agadar girul (si) este strict crescator.

Apoi, deoarece

deducem s, < s, Vk > 1.
Sirul (sg)x este marginit, deci convergent, iar klim sp=1<s.
—00

Presupunem ca, prin absurd, t < s. Atunci

[e's} 0o

t s __
Zrn>2rn_1
n=1 n=1
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deci

lim rto> 1.
k—oco
n=1
De aici rezulta ca exista N € N astfel incat
N
>
Ty, > 1,

n=1

prin urmare

N N
1:ZTZN>Z7‘,Z>1,

n=1 n=1
ceea ce este absurd.
Asadar, s, " s. O
o S . 1 1
Sa consideram, acum, pentru orice n > 2, r,_ 1 = . , unde
1+q n(lnn)?
o, ¢]
q= Z ——, seria fiind convergenta (utilizand criteriul de condensare
—~ n(lnn)

sau cel integral).

Teorema 1. Nu exista s > 0 astfel ca

o0

ZTZ: 1.

n=1
Demonstratie. Se observa ca, pentru orice € > 0, seria

o0

1

— nlfs(ln n)2(175)

(1)

n

diverge.
Intr-adevar, utilizand criteriul condensarii,

2n (25)n "
o(—o)n . p20—e)  p20—e

Este evident, din definitie, ca

2 S <l
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k
Fie, pentru k > 2, s, > 0 astfel incat erl’“ = 1. Atunci s, < 1, Vk.

n=1
Sa aratam ca sup s = 1.
k

Astfel, daca supsy =1 —¢, € € (0,1), atunci
k

k

k
erlfs < erﬁ =1, Vk>2,

n=1 n=1

k
deci seria g 717 converge si se contrazice, astfel, (1). Asadar sup s, = 1.

n=1 k

(o]
Daca, prin absurd, exista s > 0 astfel incat ZTZ = 1, atunci, din lema

1 si cele de mai sus, s = 1. n=1
Dar, din (2), Y ra < 1.
n=1 )
Observatie. Daca notam, pentru k > 1,
k [e’¢)
fult) = i si f(B) =) ),
n=1 —

(f fiind consideratd cu valori in R.), atunci sirul (f)x converge la f punc-
tual. Convergenta nu este, insa, uniforma deoarece, in timp ce functiile fy

sunt, evident, continue, f nu este continud.

Demonstratie. Intr-adevir, din (2), f(1) < 1. Apoi, cu notatiile din
teorema precedenta, pentru un k > 1 oarecare, avem f(s;) > 1 dar, din
teorema 1, nu exista s > 0 astfel ca f(s) = 1 si deci f nu are proprietatea

valorilor intermediare. Ca urmare f nu este continua.



O problema de convergenta a unui sir de functii 117

Bibliografie
[1] N.Boboc, Analiza Matematica (I), Ed. Univ. Bucuresti, 1988;
[2] T.Colojoara, Analiza Matematica, Ed. Did. si Ped., Bucuresti, 1983;

[3] M. Nicolescu, N.Dinculeanu, S.Marcus, Analiza Matematica (I, II) |
Ed. Did. si Ped., Bucuresti, 1971.

D.M. Secelean
Elementary School Cristian, Sibiu
Romania

E-mail address: dsecelean@yahoo.com

N. A. Secelean

Department of Mathematics
University ”Lucian Blaga” of Sibiu,
Str. Dr. I. Ratiu, Nr. 5-7,

550012 Sibiu, Romania

E-mail address: secelean@arhimede.ulbsibiu.ro



