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Inegalitati simetrice intre laturile unui
triunghi, cu egalitate in triunghiuri
neechilaterale

Dumitru Barac

Abstract

In this paper we present elementary proofs and extensions of the

symmetric inequalities (1), (2) and (3) which hold in nonacute tri-

angles.

2000 Mathematical Subject Classification: 51M04, 51M16

In aceastd lucrare ne propunem si generalizam inegalitatile (1), (2) si
(3) cuprinse in teorema 17.3.1 din [1] si in problemele 4.2 si 4.3 din [2] unde
demonstratiile folosesc conditiile Kuhn-Tucker relative la probleme de opti-

mizare cu restrictii. Demonstratiile pe care le prezentam sunt elementare.

42
2t 412

este strict descrescatoare.

Lema 1 Functia f:(0,1] — R, f(t)
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Demonstratie. Derivata functiei f,

2(2t 4+ 1)(t — 1)
(2t +2)2

f1(t) =

este negativa pe (0, 1), deci functia f este strict descrescatoare.
Se poate da si o demonstratie fara utilizarea notiunii de derivata.

Fie t1,t2 € (0,1}, t; < ta. Un calcul elementar conduce la

(ty — t1)(dt1ty —t; — ty — 2)
(2ty + t3)(2ty + 13)

f(t2) = f(t) =
Tinand seama ca
Atity — 1) —ty —2 <234+ 13) —t —ty —2 =
=t — 12t +1)+ (t2—1)(2ta+ 1) <0,
rezulta f(ty) — f(t1) < 0, adica functia f este strict descrescatoare.

Lema 2 Daciu > 0,v > 0,a € (—=1,1) s1 u* + v? — 2auv < 1, atunci are

loc inegalitatea
U+ v < 1 '
2 T 200 -a)

egalitatea are loc daca $i numai daca u = v =

1

V2(1—a)

2
U+ v
Demonstratie. Tinand seama de inegalitea (%) > wv, cu egalitate
daca si numai daca v = v, putem scrie
1> u?+0? = 2auv = (u+v)? —2(1 + @)uv >

> (u+v)?—2(1+a) (uzv)2=2(1—a) (U;U)Q,

de unde rezulta concluzia din enunt,.

1
Lema 3 Dacau > 0,v>0,u+v>0,a € (—1,5] si u?+v? —20uv < 1,

atunci are loc inegalitatea
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1+ u? + v? S 22 -a)[2y/2(1 —a) - 1]

u+v+uv 7 — 8« . ’

V2(1—a)

2
Demonstratie. In baza inegalitatilor h —2HJ > (u ;_ U) > uv, cu ega-

egalitatea are loc daca si numai daca u = v =

[\

litate daca si numai daca u = v, avem

2
A Y s
1+u?+v - 2 f(u+v)

ut+v+uv u—+v 2~ 2
U+ v+ 5

Aplicand lema 2 avem
U+ v < 1 < 1 _1
2 V2(1—a) ~ /2(1-1/2)

Pe baza lemei 1, avem

u+v 1 22— a)[24/2(1 - a) — 1]
f( 2 )Zf< 2(1—a)>_ 7— 8« '

Urmarind rationamentul anterior, se constata ca egalitatea are loc daca si
o 1
numai daca 4 =V = ————.
2(1 —«a)

. 1 o . :
Teorema 1 Fie a € (—1, 5| Daca a,b,c sunt lungimile laturilor unui
triunghi in care un unghi are marimea cel putin egald cu arccos o, atunci

are loc inegalitatea

22— a)y/2(1—a)+T7a -5

2(1+4 a)?

egalitatea are loc daca st numai daca triunghiul este isoscel si masura un-

ab+ be + ca < (a+b+c)?

ghiului de la varf este arccos a.
Demonstratie. Putem presupune m(/l) > arccos «; folosind teorema
. . . b? + c? — a? R b c .
cosinusului, obtinem o < «a. Notand - = wu,— = v, rezulta
c a a

u? 4+ v? — 20w < 1, iar inegalitatea de demonstrat devine

utvtuw 22—a)\/2(1—a)+Ta—5

(1+u+v)? — 2(1+ «)?
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Folosind lema 3, putem scrie

ut+v+tuv 1 < 1 B
(14 u+v)? 2+1+u2+v2— 22— )[2v/2(1 — a) — 1]
U+ V+ UV 7 — S«

B 7 — 8« 22— a)y/2(1 —a)+Ta—5
C42-a)y2(0—a)+ 10— 14a 2(1 + @)? '

Observatia 1 Pentru a@ = 0 se obtine teorema 17.3.1 din [1], adica fap-

tul ca in orice triunghi neascutitunghic are loc inegalitatea

42 —
(1) ab + bc + ca < %(a—l—b—l—c)a

egalitatea avand loc numai in cazul triunghiului dreptunghic isoscel.

Observatia 2 Deoarece in orice triunghi exista un unghi cu masura cel
putin 7/3, obtinem faptul binecunoscut ca in orice triunghi este adevarata
inegalitatea

3(ab+bc +ca) < (a+b+c)?,

egalitatea avand loc numai in cazul triunghiului echilateral.

Consecinta 1 Daca a, b, ¢ sunt lungimile laturilor unui triunghi in care un

unghi are marimea cel pufin egald cu 2w /3, atunci are loc inegalitatea
ab + be + ca < (10vV3 = 17)(a + b+ ¢)%;

egalitatea are loc daca $i numai daca triunghiul este isoscel st masura unghi-

ului de la varf este 2w /3.

‘ 1 .y ‘ .
Teorema 2 Fie o € (—1, 3| Daca a,b,c sunt lungimile laturilor unui
triunght in care un unghi are marimea cel pulin egala cu arccos «, atunci

are loc inegalitatea

5V1T —a+ (3 —2a)Vv2
Vi—a

(a+b+c)(ab+ bc+ ca) >

abc;
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egalitatea are loc daca st numai daca triunghiul este isoscel si masura un-

ghiului de la varf este arccos a.

Demonstratie. Este suficient sa dovedim ca daca v > 0, v > 0 si

u? 4+ v? — 20cuv < 1, atunci are loc inegalitatea

2(3 — 2a)
(14+u+v)(u+v+uv) > <5+m> uv.

U+ v

2
uow

Tinem seama de inegalitatile uv < ( ) ,  —+ — > 2side faptul ca
voou

1
functia g : (0,1] = R, g(t) =t + n este strict descrescatoare. Avem

l+u+v)(u+v+wv U+ v u v
( ) ) 5y (24 2) + (o) >
uv uv v u
uU-+v uU—+v
>3+—————5+2+@kmﬁ—5+2g(—§—>2

- u—+ v
(=)
P SR S B R )
- 2(1 — o) 2(1 —a)

Observatia 3 Pentru a = 0 se obtine problema 4.2 din [2], adica faptul ca

in orice triunghi neascutitunghic are loc inegalitatea
(2) (a+b+c)(ab+ be+ ca) > (5 + 3v/2)abe,

egalitatea avand loc numai in cazul triunghiului dreptunghic isoscel.

1
Observatia 4 Pentru a = 5 obtinem faptul binecunoscut ca in orice tri-
unghi este adevarata inegalitatea
(a+ b+ c)(ab+ bc + ca) > 9abe,

egalitatea fiind adevarata numai in cazul triunghiului echilateral.
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Consecinta 2 Daca a, b, ¢ sunt lungimile laturilor unui triunghi in care un

unghi are marimea cel pulin egald cu 2w /3, atunci are loc inegalitatea

(a+b+c)(ab+ be+ ca) > (5+%) abc;

egalitatea are loc daca $1 numai daca triunghiul este isoscel st masura unghi-

ului de la varf este 27 /3.

: 1 o . .
Teorema 3 Fie a € (—1, 5| Daca a,b,c sunt lungimile laturilor unus
triunghi in care un unght are marimea cel putin egala cu arccos «, atunci

are loc inegalitatea

, R (CEr R
(a+b+c) 2(2(7 )+—2(1_Q)> be;

egalitatea are loc daca $i numai daca triunghiul este isoscel $i masura unghi-

ului de la varf este arccos .

Demonstratie. Din teorema 1 avem

42 — a)/2(1 — @) + 10 — 14a(
7 — 8«

(a+b+c)* > ab + be + ca),

iar din teorema 2 avem

5v2(1 —a)+6 —4a 5
a

(a+b+c)(ab+ bc+ ca) > o)

C.

Prin inmultirea celor doua inegalitati se obtine inegalitatea dorita.
Se poate da si o demonstratie directa. Este suficient sa dovedim ca daca
u>0,v>0s u?+v? — 2auv < 1, atunci

1 3 4(5 —
MZM—QQ—F (5 —3a)

w VAT
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1+2t)3
Functia h : (0,1] — R, h(t) = a+2t)°
$2
1+ 2t)%(t — 1
(L+20% ) < 0 pentru ¢t € (0,1). Tinand seama de acest fapt

t4

2
. . . U+ v

si de inegalitatea uv < (T) , avem

este strict descrescatoare, deoarece

B(t) =

(1+u+v)3>(1+u+v)3:h<u+v>>

uv T (u+0v\? -
2

()

1 14— 9 4(5 — 3a)

Observatia 5 Pentru o = 0 se obtine problema 4.3 din [2], adica faptul ca

in orice triunghi neascutitunghic are loc inegalitatea
(3) (a+b+c)® > (14 + 10v2)abe,

egalitatea avand loc numai in cazul triunghiului dreptunghic isoscel.

1
Observatia 6 Pentru a = 3 obtinem faptul binecunoscut ca in orice tri-
unghi are loc inegalitatea
(a+b+c)® > 27abc,

egalitatea avand loc numai in cazul triunghiului echilateral.

Consecinta 3 Daca a, b, ¢ sunt lungimile laturilor unui triunghi in care un

unghi are marimea cel putin egald cu 2w /3, atunci are loc inegalitatea

26
a+b+c)P > (15+—) abc;
(@+b+0) 5

egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este isoscel st masura unghi-

ului de la varf este 2w /3.
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