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Asupra unei probleme de aritmetica

Ana Maria Acu, Mugur Acu

Abstract

In this paper we solve a problem proposed by captain Gh. Nico-

lescu in the well known journal ” Gazeta Matematica”.

2000 Mathematical Subject Classification: 11A99

1 Introducere

In [1], la pagina 32, capitan Gheorghe Nicolescu propune spre rezolvare
urmatoarea problema (P4303):
Sa se cerceteze daca exista numere de trei cifre si de patru cifre care

satisfac egalitatile:
abc =3 (a*+b° + %) +2(a® +b° + %)
abed =3 (a> +b° + &+ d°) + 2 (a® + 0* + & + d&°)
In primul rand apare intrebarea de ce a ales autorul numai numere de
trei gi patru cifre?

Sa formulam o problema mai generala: consideram numerele de n cifre,

n € N, n > 1 care verifica relatia

n n
a1a2-~-an:3g af+2§ af.
i=1 i=1
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Sa determinam acei n pentru care problema are solutii.
Se observa cu usurinta ca numerele de n cifre care verifica relatia de mai

sus, trebuie sa verifice inegalitatea:
0" ' <@az—a,<3-9%2n+2-9.n=1701-n

Evident problema consideratd nu are solutii daca 10! > 1701 - n. Mai
observam ca pentru n = 5 avem 10000 > 8505. Vom demonstra prin
inductie ca pentru n > 5 are loc inegalitatea 10"~ > 1701 - n. Presupunem
ca 10" > 1701 - n gi vrem sd aratdm cd 10" > 1701 - (n + 1).

Avem 10" = 10-10"! > 10 - 1701 - n, dar din 10 - n > n + 1 (relatie
evidenta pentru n > 5) deducem imediat 10-1701-n > 1701(n + 1) si astfel
demonstratia este incheiata.

Deci, pentru n > 5 problema considerata nu are solutii.

Pentru n = 1 este evident ca avem numai solutia banala a; = 0.

Pentru n = 2 relatia din problema se scrie
aias = 3 (a12 + a22) + 2 (a13 + a23)

unde 1 < a; < 3 deoarece pentru a; > 4 avem 2 - a;® > 100.

Pentru a; = 1 avem lay = 5+ 3ay? + 2a2>. Deoarece pentru as > 2 avem
2a5% > 20 deducem as; < 2. Observam ci pentru as = 0, as = 1, respectiv
as = 2 conditia din enunt nu este verificata.

Pentru a; = 2 obtinem 2ay; = 28 + 3as? + 2a53. Din membrul stang
deducem ca ay nu ar putea lua decat valoarea 9. Dar se observa ca nici in
acest caz conditia din enunt nu este verificata.

Analog se arata ca nici in cazul a; = 3 nu putem gasi solutii ale problemei
propuse.

Raman deci cazurile numerelor de trei si respectiv de patru cifre propuse

in Gazeta Matematica.

2 Rezultatele principale

Pentru n = 3 avem abc = 3 (a® + b* + ¢?) + 2 (a® + b + ¢?) si observam ca
100 < abe < 999 jar 3-82+2-8% > 999. Deducem a <7,b<7,¢c<7.
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In continuare vom aborda problema pe cazuri.

Caz I. Pentru a = b = c obtinem 11la = 9a® + 6a®, adica
3-37 = 3a(3 + 2a). Observam ca a = 1 (singura solutie posibila) nu
verifica aceasta conditie.

Caz II. Pentru a = 1 obtinem 1bc = 5+ 3 (b* + ¢2) + 2 (b + %), adica
be+ 95 = 3 (0% + ) +2(b® + ¢*). Dar in conditiile a < 7,0 < 7,¢ <7
avem bc+95 < 77495 = 172. Din 3-42+2-43 > 172 deducem 0 < b < 3 si
0 < ¢ < 3. Pentru b = 0 obtinem ¢ (2¢? +3c—1) =95 =519, deci c = 1.
Dar pentru ¢ = 1 relatia anterioara nu este verificata. Analog se arata ca
nici pentru b =1, b = 2 i b = 3 nu se gasesc solutii.

Caz III. Pentru a = 2 avem 172 + bc = 3 (b* + c2) + 2 (b* + ¢*). Dar
in conditiile a < 7,0 < 7, ¢ < 7 avem be+ 172 < 77 4+ 172 = 249. Din
3-5%2+2-5> 249 deducem 0 < b < 4si 0 <c<4. Pentru b = 0 obtinem
c(2¢2 +3c—1) =172 = 4 - 43, deci ¢ € {1,2,4}. Se observa usor ci ¢ = 1
si ¢ = 2 nu verifica conditia ceruta.

Pentru ¢ = 4 se observa imediat ca conditia data este verificata si astfel
obtinem solutia abc = 204

Intr-o manierd similard cu cea utilizatd la cazul precedent se arata ca
pentru b = 1,2, 3,4 nu se gasesc alte solutii.

Caz IV. Pentru a = 3 avem 219 + bc = 3 (b* + c2) + 2 (b* + ¢*). Dar
in conditiile a < 7,0 < 7, ¢ < 7 avem bc + 219 < 77 4+ 219 = 296. Din
3-52+2-5% > 296 deducem 0 < b < 450 < ¢ < 4. In mod analog
cu cazurile precedente se verifica toate posibilitatile dar nu se gasesc alte
solutii.

Pentru restul cazurilor a = 4, a = 5, respectiv a = 6 se va proceda in
acelagi mod fara insa a gasi alte solutii.

Deci unicul numar de trei cifre care verifica egalitatea din enunt este
204.

Pentru n = 4 avem abed = 3(@®+b*+c2+d% + 2@ +b*+c*+d%). Ob-

servam ca
3@+ +P+d) +2(@@+0P+ P +d¥) <3-4-97+2-4-9% =6804

si atunci abed < 6804. Deci a < 6.
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Notam E = a (1000 — 3a — 2a?) si
F =1b(100 — 3b— 2b*) + ¢ (10 — 3¢ — 2¢*) +d (1 — 3d — 2d°)

si atunci egalitatea din enunt, devine £ + F' = 0.

Pentru a = 6 avem E = 5460 si din abed < 6804 deducem b < 8.
Dar in aceste conditii valoarea cea mai mica pentru F' se obtine pentru
b=8,c=d=9gi anume —3719. Deci E + F' > 0 ceea ce ne arata ca nu
avem solutii in acest caz.

Pentru a = 5 vom avea in mod analog F = 4675 iar valoarea minima
pentru F' va fi —4104, adica din nou nu avem solutii.

In aceeasi maniera se studiaza si cazurile a = 4, a = 3 si a = 2 care nu
conduc la nici o solutie.

Pentru @ = 1 avem E = 995 si se procedeaza similar cu cazul a = 6
ajungandu-se la solutia b = d = 3 si ¢ = 8, adica abed = 1383.

Deci unicul numar de patru cifre care verifica egalitatea din enunt este
1383.
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