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Generalizari ale unor probleme din Gazeta
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Abstract

In this paper we generalize ten problems proposed in Gazeta Ma-

tematica.

2000 Mathematical Subject Classification: 11A99

1 Introducere

George Polya ([1]) spune: “A rezolva o problemad inseamnd a gasi o iegire
dintr-o dificultate, inseamna a gasi o cale de a ocoli un obstacol, de a atinge
un obiectiv care nu este direct accesibil. A gasi solufia unei probleme este o
performanta specifica inteligentei, 1ar inteligenta este apanajul distinctiv al
speciet umane...” .

Asgadar, fiecare problema, nu numai de matematica, ascunde anumite
substraturi independente de noi. Daca acestea sunt descoperite, atunci
putem sa obtinem noi probleme care generalizeaza problema respectiva,
punandu-se in evidenta aspecte si informatii noi.

Descoperirea substraturilor unei probleme si demonstrarea lor constituie
o activitate de cercetare, care uneori poate duce la rezultate surprinzatoare,

chiar daca ea se refera la rezultate din matematicile elementare.
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Plecand de la cele afirmate mai sus in nota de fatd ne propunem sa
prezentam zece generalizari ale unor probleme din Gazeta Matematica,
lasandu-i cititorului satisfactia descoperirii substraturilor care au stat la
baza obtinerii acestor generalizari.

Problema 1. Fie a € N*. Sa se arate ca pentru orice n € N* fractia
este ireductibila.
Solutie. Fie d = (an + 1,an* + n + 1). Deoarece d/(an + 1), rezulta ca
d/n(an+1). Apoi d/(an®*+n+1)— (an?+n), adica d/1. Deci, avem d = 1,
ceea ce Inseamna ca fractia este ireductibila.
Observatia 1. Pentru a = 1999 obtinem problema E : 11724, G.M.
nr.3/1999, propusa de Gh. Achim.
Problema 2. Fie a € N*. Sa se arate ca pentru orice n € N, numarul
(a+2)*+2(a+2)"" +a(a+4)

(a+1)(a+2)"+ (a+1)(a+4)

n pr—
este natural.
Solutie. Avem succesiv

(a+2)*"+ (a+4)(a+2)"+ala+2)"+ ala+4) _
(a+1)((a+2)"+ (a+4))

_(@+2)"((a+2)"+a+4

t, =

+a((a+2)"+a+4) _ (a+2)"+a

)
)"

(a+1)((a+2)"+a+4) a+1
1 " . 1 1

:((a+)+)—|—a: (a+1)+ +a:t+1€N>
a+1 a+1

deoarece t € N.

Observatia 2. Pentru a = 5 obtinem problema F : 11746, G.M. nr.4/1999,
propusa de Gh. Achim.

Problema 3. Fie p un numdr prim impar sin € N*. Dacd (p—1)" +nP~!
se divide cu p, atunci n este impar.

Solutie. Vom arata, mai intai, ca daca n este par atunci

Tnp = (p—1)"+ n?!
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nu se divide cu p. Distingem doua cazuri:
1) Dacd p/n, atunci p/nP~!. Daci p/x,,, atunci rezulta p/(p — 1)",
ceea ce nu este posibil.

2) Daca p [ n, atunci p/n?~! — 1. Daca p/x,p, atunci
/Ty — (P =1 =(p—1)"+1=M,+2,

ceea ce constituie o contradictie.

Ramane ca n trebuie sa fie impar.
Observatia 3. Pentru p = 11 se obtine problema E:24644, G.M. nr.2/2002,
propusa de Aurel Ene.
Problema 4. Daca a,b,p sunt numere naturale, p > 1, atunci sa se arate
cd numdrul n = p** 4 p® + p® + p® + 2p*** nu poate fi patrat perfect.
Solutie. Avem n = (p* + p°)(p® + p® + 1). Notam p® + p® cu k si avem
k* < k(k+1) =n < (k+1)2 ceea ce ne aratd cd n nu poate fi patrat
perfect deoarece este incadrat strict intre doua patrate perfecte.
Observatia 4. Pentru p = 2 obtinem problema E:11695, G.M. nr.1/1999,
propusa de Catalin Cristea.
Problema 5. Fie p; st po doua numere prime distincte. Sa se arate ca
dacd x,y,z sunt numere intregi asa incat prx — pay + p1(p2 — 1)z = 0,
atunci numdrul y(x — z) este divizibil cu pips.
Solutie. Avem pi(x+ (pa — 1)z) = pay, de unde py/y si p2/(x + (p2 — 1)2).
Dar ps/pez, deci po/(x + (pa — 1)2) — paz, de unde py/(x — z). Utilizand
p1/Y, p2/T — 2 §i (p1,p2) = 1, deducem ca pips/y(z — 2).
Observatia 5. Pentru p; = 3 si p» = 7 obtinem problema FE:11649, G.M.
nr.11/1998, propusa de Ofelia Sandu.

2k+1 1

Problema 6. Dacan € N*, sa se arate ca numerele &, ), = =~5— — T

k € N, nu pot fi fractii zecimale periodic simple.

Solutie. Avem z,, ) = %
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Numitorul este un produs de doua numere naturale consecutive, deci
are ca factor pe 2. Cum numaratorul numerelor z,, ; este impar, rezulta ca
numitorul contine pe 2 in descompunerea sa in factori primi. Deducem ca
fractiile x,, , pot fi sau zecimale finite sau periodic mixte.

Observatia 6. Pentru k£ = 0 obtinem problema E:11694, G.M. nr.1/1999,

propusa de Ion Marcel Neferu.

n2

Problema 7. Fie x;,i = 1,n%,n € N* gi a numdr real asa incat | x; = na.
i=1

2
n
Demonstrati cda > x? > a?. Precizali cand are loc egalitatea.
i=1

Solutie. Avem succesiv

n? n? 2
2 2 2 a 2
g :L‘i—a:g Ty —2n— +a” =
- - n
=1 =1

n? n? n? 2 n? 9
2 a a a
:E LUZ-—2—E xl—i_é —QIE Tr; — — ZO,
=1 =1 =1 =1

inegalitate evidenta. Egalitatea se obtine pentru z; = x5 = ... = 1,2 =

Sl=

Observatia 7. Pentru n = 2 gi a = 3 obtinem problema propusa de Ion
Safta la Concursul rezolvitorilor din G.M. nr.10/1999.
Problema 8. Daca xy,xs,...,x, sunt numere reale nenegative, n > 2,

atunci sa se arate cd

Satenz—to Y mm
i=1

n—1 4=
1<i<j<n

Precizati cand are loc egalitatea.
Solutie. Folosind inegalitatile 2% + y* > 2xy si x + y > 2,/7y, adevirate

oricare ar fi z,y € [0, 00) si cu egalitate daca x = y, avem
7+ x? +2 > 2w + 2 = 2(w; + 1) > 4 /735

cu egalitate pentru z; = x; = 1.
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Insuméand inegalititiile 22 + x5 42 > 4,/T;r; pentru 1 < i < j < n,
obtinem
(n—1 Zx + y ] > 4 Z N
1<i<j<n

de unde rezulta inegalitatea

4
n—1 Z VTG,

1<i<j<n

cu egalitate pentru 1 = 2o = ... = 2, = 1.
Observatia 8. Pentrun = 3 obtinem problema E:11673, G.M. nr.12/1998,

propusa de Dinicu Budescu.

Problema 9. Fie z € (0,00) sia; € [0,z], i = 1,n. Sa se arate ca

n
j : Q; +az+1 2 :
l’ - azaz+1

i=1 1x—a

unde a,11 = ay.

Solutie. Avem

@i + Qg1 @i Qit1 (a; + air1)2”(a; — ai1)” <0
2 _ 2 27 2 2 T /2 2 \(.2 _ 2 =Y
T = @il T — 0y T — Qg (27 = aaiy1)(2° — a;) (27 — ajyy)

pentru:=1,2,....n

Insumand aceste inegalitati, obtinem inegalitatea din enunt.
Observatia 9. Pentru n=3 obtinem problema propusa de Marcel Chirita
la Concursul rezolvitorilor din G.M. nr.10/1999.
Problema 10. Sa se determine ultimele patru cifre ale numarului 1999™,
n € N.
Solutie. Trebuie gisit restul Impéartirii numarului 1999 la 10*. Avem
1999 = 1999(mod 10%), 1999% = 6001(mod 10%), 1999% = 5999(mod 10%),
1999* = 2001(mod 10%), 19995 = 9999(mod 10*), 1999 = 8001 (mod 10%),
19997 = 3999(mod 10%), 1999® = 4001(mod 10*), 1999° = 7999(mod 10%),
19991° = 0001 (mod 10%).



94 Ana Maria Acu

Rezultd ca dacd n = 10k +r,r = 0,9,k € N atunci 1999" = 1999"
(mod 10%).

Deci 1999'% k € N, are ultimele patru cifre 0001; 1999'%+! £ € N, are
ultimele patru cifre 1999; 19991%+2 Lk € N are ultimele patru cifre 6001;
1999'0%%+3 k¢ N are ultimele patru cifre 5999; 1999%+4 L ¢ N are ul-
timele patru cifre 2001; 19991%+5 k € N are ultimele patru cifre 9999;
199910%+6 L c N are ultimele patru cifre 8001; 1999'%+7 k € N are ul-
timele patru cifre 3999; 1999'%+8 k € N are ultimele patru cifre 4001;
199910%+9 | € N are ultimele patru cifre 7999.

Observatia 10. Pentru n = 1998 se obtine problema E:11647, G.M.
nr.11/1998, propusa de Ioan Ghita si Romanta Ghita.
Observatia 11. Ultimele trei cifre ale numarului 1999”, n € N sunt 001

pentru n numar par si 999 pentru n numar impar.
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