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Subiecte - sectiunea B
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Solutie — barem
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Sirul sumelor partiale este
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Valoarea finala a sumei este 3% ............................................................................. 2p
2. Fie AeMn(R) o matrice cu valorile proprii reale si distincte A, A,, ---» 4, CU
-1<2Zi <1, i=1...,n. Presupunem ci suma elementelor de pe fiecare coloani este 1, iar

sumele elementelor de pe linii sunt egale.
a) Sa se arate ca 1 este valoare proprie a matricei A, iar vectorul (1, 1,...,1)T este un vector

propriu corespunzator valorii proprii 1.
b) Sa se calculeze
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Solutie — barem

a) Demonstrim ci suma elementelor pe fiecare linie este 1 .

Fie Zaij =b, j=12,...,n
i=1

Stim ca Zn:aijzl, i=12,...,n.
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Calculim det(A—1n). Daciin 0det(A—1In) se aduni toate coloanele la coloana 1 si se tine

seama de faptul ca suma elementelor pe linie ale matricei A este 1, coloana va avea elementele
egale cu 0.

Rezulti ci 1 este valoare proprie. Se verificica Vi = (1, 1,...,1)T este vector propriu.......... 2p
b) Presupunem ca A1 =1, celelalte valori proprii vor fi strict mai mici decat 1.

Matricea A are valori proprii distincte, deci este diagonalizabii, admite o baza formati din
vectori proprii.

Fie aceasti baza (V1,V2,V3,...,Vn). Presupunemci Vi este vectorul propriu corespunzitor
valorii proprii 41 = 1. Putem scrie
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Determinam O1.
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V1 +Yo2 +...+Yn = X1 + X2 +...+Xn.
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Demonstram prin inductie ca suma elementelor lui Xn este X1 +Xz +...+Xn.
Dar X1 +Xg +...+Xp =No; = a1 = w
Deci
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3. Consideram sirul (x,,),.4, cu 0 < x; < 1, dat de recurenta x,,, = x,(1—x,}, pentru orice

n=1.

a) Sasearatecd (n+1)x, < 1, pentru orice n = 2,



a
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b) Sa se studieze convergenta seriei »_ x
n=1

unde « este un parametru real.

a) Din inegalitatea mediilor avem

Cum functia f(x) =x(1—x) este strict crescatoare pe (—mi) folosind metoda

. .. . 1 .
inductiei matematice, deducem ca x, << ——, PeNtruorice m = 2...........cooiiiiiinnnnnnnnnnn, 2p

b) Deoarece (n + 1)x, < 1, pentru orice n = 2, deducem ca sirul (x,,),., este strict
descrescator, CU lim x, = 0. ... s Ip

o —*oo

. . 1 .
Vom arata ca seriile X3 x,, si X7=; — au aceeasi natura.

Calculam lim_ _,_ . Pentru aceasta,
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Daca @ = 1, Seria Xy—q X2 €St CONVETZENTA. ......uuueeieieie e e, Ip
Daca a = 1, seria Zi—; x5 este divergenta. .............coouviuiiiiniiiiniiiieiiieieee, Ip

4. Sa se arate ca pentru o matrice A€M, (C) urmitoarele afirmatii sunt echivalente:

a) A*=4;
b) rang A+rang (I, —A4) =n.

Solutie — barem

Consideram subspatiile lui C* = M, 4(C) : 1, ={X[4-X =0} siVo ={X[A-X =X} ... 1p
a) = b): Aratamca L™ =T1;BV,, adicaorice X € C™ se scrie unic sub forma X = X; + X5 cu

X, eW, X; €V, Avem,deci X; =A-X si Xy =X—A-Xsievident X; €V, X; €V



Cumrang A =n - dimV; si rang (I,-A) = n —dimV; rezultd concluzia — ..........ccoooiiiiiiiiiiiiiiiiniinnn, 2p
b) = a) Avem Wy NV, ={0} si dimV] = n—rangA, dimV, =n—rang(l,— A). Din b) rezulta

dimVy +dimVy =n deci % = VABVa e 2p

si orice vector X € C* sescrieunicsubforma X =& + X, cu Xy € 1, X, €V, adica A- Xy =0 si

A'X2=Xg. ........................................................ 1p

Avem: (A2 —A)X = A(A-X, +A-X,) —A(Xy +X,) = A0+ X,) —0—X, =X, — X, = 0, oricare ar

fi X EC™ siatunci A2 — A = 0. 2p



